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DELL' AUTORE 



\^Juesto quarto ed ultimo Tomo compie il mio Corso di 
Matematica Sublime e l'impegno che io presi sino dal 1804 
di darlo alla luce . Voglia il Cielo che ei riceva nel Pub- 
blico l'accoglienza che ottennero i suoi fratelli! Certo ch'io 
nulla trascurai per rendernelo degno e per non defraudare 
T espettativa di uno (a) dei più celebri Astronomi e Ma- 
tematici dell' Europa , che primo incitommi a scrivere que- 
sto Trattato . 
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(a) Oriaoi Dell'Aprile dell'anno 1800 così mi scriveva „ Voi mi parlate 
della Teorìa di La-Grange in maniera da farmi credere che vogliate occupar* 
vene per rendere questa Teoria più ovvia e più facile all' uso. Quando io 
„ la lessi mi parve un capo d'opera di precisione e di esattezza; ma ogni 
„ volta che voleva verificare una formula era obbligato a servirmi dei noti segni 
„ differenziali. E questo non è che un piccolo difetto, che nulla toglie all'evi- 
», denza dei fondamenti posti da La-Grange . Per rendere qaest' Opera più pò- 
„ polare bisognerebbe dare un Corso intiero di Calcolo Differenziale ed Integrale 
„ fondato sui principi Lagrangiaoi, e Voi solo fra gli Italiani potreste intraprea- 
» derlo con felice successo • „ 
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C A P XI 

Delle. Soluzioni Particolari 

£' iielV Integrazione di quelle Equazioni, 

.che non compiono i Criterj d! Integrabilità* 
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$.262.' 'A I |§. il 17 e ia$ abbiamo detto «pitiche cesa 
"' Xjl i-ignardo alle .Soluzioni Particolari (a) dello 

^Equazioni Differenziali * .e Differenziali Parziali ., e promesso di 
.dare una più estesa Teorìa Ai ^queste Soluzioni. A ciò è de- 
stinato il Capitolo presente . 

&ih, abbiamo dimostrato .al luogo citato» che se ^>{xiy* 
«a )=,o, o semplicemente jp =x> > è V integrale completo di 

ana equazione differenziale <lel primo ordine F f**,?* (j^)} «P, 

essendo a la costante arbitraria , la relazione tra x ed y , che 
<ci è .data dalla eliminazione di .a per mezzo delle due equa* 

r 

zioni p = ,0 , { ^) srs ,0, soddisfa alla medesime equazione dif- 

a 

ferenziale P = o , ed abbiamo detto che questa relazione suol 

chiamarsi dai Geometri Soluzione- Particolare : ecco in che 

essa differisce dagli integrali particolari . Questi si ottengono col 

.dare ad a dei determinati valori costanti ; mentre la soluzione 

Tom. IV. A 



*■* 



(a) fclT equazioni t cai Li- Grange .dette uaa volta il none di Solu- 
zioni particolari, cella Teorìa delle funzioni analitiche ( ove chiama equa- 
zioni prhnittbe gji integrali ) ha dato quello di equazioni primitive singola- 
ri : noi abbia m ritenuto il primo nome . " "" . 



a matematìca sublime 

particolare si ottiene col sostituire in p = o in vece di a quella 

funzione di x>y dataci dall' equazione (^) = o. 

Se dunqne quest' ultima equazione ci desse per a una quan- 
tità costante , o ci desse una tal funzione di x , y , che di-* 
venisse eguale ad una quantità costante mercè V equazione 

<p(x ,y , a) = o ove dèe sostituirsi ; o che in fine sostituita ia 
<p{x ,y >a) =2 o portasse una equazione > la quale d 9 altr' on- 
de potesse ottenersi col dare ad a certo valore costante , in 
questi casi T ottenuta relazione sarebbe un* integrale particola- 
re , e non una soluzione particolare . 

Neil' esempio addotto al luogo citata dell 9 equazione diffe- 
renziale , essendo 

y — a«(^) ^y(^)' =5 o j il sito integrale completa era 

y % — sax -e a* = o > e la soluzione particolare >«*.. 

Dell* altra equazione differenziale 
V(a"H-^* — b).(Q) — y{£} — « = o., r integrale com-r 



dx ' * x dx 



pleto è 

x — aay — a* — 6 = 0: facendo dunque 

a* — - 2ay — a — 6= p , si avrà (^) ' = — *y — 2a K ° * 

quindi a = — jr , e questo valore di a ci darà , quando so- 
stifniscasi nell' integrale completo, x % -*•>* -r- b = o, la qua- 
le equazione è la soluzione particolare > poiché soddisfa all' e- 
quazione differenziale, o non può- d' altr' onde ottenersi coli' as- 
segnare ad a qualunque valore costante - 

Se di una certa equazione differenziale T integrale fosse ' 

p = (x x h-/ — b) (/ — *ay) -+ (x % — b)a % = e > in cui 
a rappresentasse la costante arbitraria , si avrebbe allora 
(f£) = — sy(jc* -+/ — &) -4- 3 (»* — *)« = ©1 .quindi 

a ss &L— * ** "lì . Ouesto valore sostituito nelP integrale ci dà 
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jF*(»v»y— *) =- o , e perciò a? 1 H- y* — Ò = o , esser dovrebbe 

Jt —~ 9 

la soluzione particolare ; siccome però in virtù di essa il va- 
lore di a diventa nullo , così essa non è che un integrale par- 
ticolare, il quale risulta dal fare eguale a zero la costante ar- 
bitraria contenuta nelP integrale completo . 

Osserviamo una proprietà importante delle soluzioni parti- 
colari . 

Si sa dalla Teorìa delle equazioni , ohe l'equazione (^) = o 

riguardando a come incognita, contiene la relazione * la quale 
rende eguali due radici nell'equazione <p(x >y , a) = o ordi- 
nata per rapporto ad a; dunque il valore di y in x , che ci 
è dato dalla soluzione particolare ^ renderà eguali due radici 
dell 9 equazione p(x <>y ,a) = p . 

Non è però generalmente vera la proposizione inversa , 
che cioè ogni volta che un valore di y in x ci dà due radici 
eguali, sia indizio di una -soluzione particolare. Infatti nei due 
primi casi qui sopra contemplati , i valori y = x* y 1 = h — &* 
che dipendevano dalle soluzioni particolari y — x = o , y % -+> 
x 2 — £ = o , sostituiti nei respettivi integrali completi , condu- 
cevano alle due equazioni x 1 — aax h- a* = o , a* h- 2ay -f. 
y z= o , in ciascuna delle quali considerando a per incognita , 
vi è una radice doppia ; ma lo stesso avviene anche nel terzo 
caso , per quanto non siavi allora soluzione particolare ; 

a? a ^j 2 — i = o sostituito in 

{a?*H-y — è){y* — 2ay)-t-(x — i)a* = o, ci dà a* == o , 

-e quindi due valori eguali dia. 

§. 263. Veniamo all' equazioni differenziali degli ordini 
superiori . 

Se *{*, ,,(&),(£), (£^?),«> =0 

rappresenta V integrale primo completo di un' equazione diffe- 
renziale ' 

• - 

*{*>.?>($•)> ....'• . (S)} ssa °» emendo a la costante 



** 
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arbitraria) e si sa che quest'ultima equazione F=o dee ri- 
sultare dall' eliminazione della costante a per mezza dell 9 equa- 
zione £ = o > e del differenziale prima di questa; ora se noi 
supporremo la quantità a variabile, ma tale che i termini por- 
tati dalla di lei variabilità si annullino da se medesimi ,. avre- 
mo sempre la stessa risultato per V eliminazione di a y cioè 
T equazione F = o ; questa condizione dipendentemente dalla 

quale dee determinarsi il valore di a > ci darà (^?) = o , ed 

* x ma: ' 

il Valore di a che ne ricaverema sostituito* in p = o ,. ci som- 
ministrerà una nuova relazione, la quale soddisfarà alla diffe- 
rénzi^ile proposta , e ne sarà una soluzione particolare . II ra- 
gipnamenta è lo stesso che quello* fatta per le equazioni diffe- 
renziali del prima ordine,, ed al valore di a % datoci da (^?) = o v 
sì faranno, le medesime limitazioni - 

Ma per analizzare; questa dottrina con pia precisione;,, pren- 
diamo» a na equazione differenziale, qualunque del secondo ordine; 

Eissa ha ( fc li 6. ) due integrali primi P= o, Q = a r 
ognuna dei quali contiene una costante arbitraria diversa , e sia 
à la costante contenuta in P = o> e b quella in Q* = o. Già* 
scuna di questi conduce al medésimo integrale finita completo^ 
e questa sia <p ( a* >y , a % b ) = o y essenda a » b dne costanti: 
arbitrarie . 

Se per mezza deir integrale prima P == o se ne ricerca: 
là soluzione particolare > ella si avrà eliminanda a mercè queste? 

due. equazioni P = o» > ( ^) = o : sia R = o il risultato di 

questa eliminazione y ed in conseguenza; quella soluzione- parti- 
colare ; se poi facciamo uso dell' altra integrare primo» Q=o», 

~ " * . ■ ■ - • 

IV eliminazione di b tra le .dne equazioni Q = o r (J^A = o> 

ci darà un* altra soluzione particolare S =• a - Ora le due so- 
luzioni particolari R = o > Sj== o> per quanto dedotte da in- 
tégrali primi diversi) sono però eguali .tra di. loro, pei? .cuì^ins 



CALCOLO INTEGRALE C A P. XI. 5 

sostanza una sola è la soluzione particolare prima di un* equa* 
zionè differenziale del secondo ordine r mentre due sono gli in* 
tegrali primi completi. 

Per dimostrare questa interessante Teorema riprendiamo le . 
due equazioni 

F {«iyr(£)>(^)} = ° r r *{*%?%*%&)=* Or la seconda 

delle quali cf rappresenta Y integrale finita completo della pri- 
ma. Differenziamo* T equazione <p{& y y > a , b} — o r e se noi 

indicfiiamo questa differenziale per; <p A (x> .y > (^?) > a , 5 ) = o, 

si avrà un integrale primo F = o eliminando h per mezzo del- 
le due equazioni ^= o r p' '=r o T e se ne avrà l'altra Q = o 
eliminando a mercè le stesse equazioni» per aver poi le due 
soluzioni particolari r converrà eliminare a dall'equazione P = o 
per mezza di essa medesima e della sua differenziale ad a re-. 
Tati va , e converrà eliminare b dalla Q = o mercè essa e la 
sua differenziale relativamente alia b~ 

Ora riguardiama nella equazione p'(x >y *(&))&> b)=o 

la quantità b come funzione di oc >y % a determinataci dall' e- 
quazione <p(x >y >a > b) = o y e la sua equazione differenzia- 
le presa relativamente ad a sarà 

^"*r ) "*" ^1*} ($ ^ ^ ° : ne ^ a mc ^ csijna ipotesi r differenziando 
l* equazione <p ■=. o , si avrà 

Eliminiamo (^) per, mezzo di queste due ultime equazio- 

ni Y ed otterremo V equazione 

(^) .(£) — (£).(?)==» o r la quale comhipata.. con le due 

equazioni p(ar>y>«r, b). = o, $>'(x,y> (fi) ,.a, 6) =* o> ed 

eliminate in virtù dì esse le due costanti , ci darà la soluzione 
particolare risultante dall' integrale primo, completato eoa la co- 
stante arbitraria a. 
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Nello stesso modo riguardando a come una funzione di b 
nella equazione <p'(x % >y i(j-) yCtib) = o, si avrà T equazio- 
ne differenziale relativa alla b , 

(^') -*• (fy ' ($ ') — ° ' cd il valore di (3) dl P end <* a dair «- 
quazione differenziale 

(g) ^ (£) (g) =:.o . Ora r eliminazione di (g) tra queste 
due ultime equazioni , ci darà egualmente 

1/ altra soluzione particolare dunque dipendente dall' in* 
tegrale primo relativamente alla b , sarà il risultato dell 9 elimi- 
nazione delle due costanti a , b mercè le tee equazioni 

(%ì '^ "~ ( il )^2* ~ °* * "^ in °onseguenza la me- 
desima che la già ritrovata , come annunzia il Teorema . 

Se dunque conosceremo V integrale finito completo di una 
equazione diflenenzidle del secondo ordine , potremo subito per 
mezzo di esso conoscere la soluzione particolare senza alcun 
bisogno della conoscenza degli integrali primi ; infatti essendo 

<t>(oc ,y >a>b) z= o quest' integrale completo, la sol oziose par- 
ticolare ci sarà data eliminando a > b , (—) per mezzo delle quat- 
tro equazioni 

p(*5.y> a )£) = o^ 

(S)*(£)(J)-V(«,jr,(|),a,»)-.o;" 

<£)-»■ <a>- <£> = •• 
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§. 264. Illustriamo con qualche esempio questa Teorìa. Sia 
V equazione del secondo ordine 

9 - -(£) h. ? (g> -, {(£) -. «(0)}' - (gy = o 

di cui T integrale finito è 

y — — a?* — fio? — a* — 6* = o . 

Differenziamo quest'ultima equazione) ed avremo (^)— 

aa? — J==o: se ora con queste due equazioni eliminiamo pri- 
ina b , poi a , avremo i due integrali primi della proposta 

P-jr_(i-o')«'_(i_ a o).(è)_a , _(S)'=»o 

Se ora prendiamo la differenziale di P = o relativamente 
ad a , si avrà 

(— — aa) x % -h 2# (^ ) — aa = o , d' onde si ricava 

••H-*r(*) 

a = — ; 4t— v il qtKil valore sostituito nella stessa P == o % 

4(1-1-**) ^ 

ci dà 

' - •(£> - <$)* •* ^T^T 1 = o , e qnest. sui J. 

soluzione particolare dataci dall' integrale P = o . 

Egualmente differenziando relativamente alla b> Y equazio- 
ne Q == o > si avrà 

i *+ _i % d * ^ 2 b ssa o , e quindi 



— ;== — — - » la cai sostituzione ia O = o , ci conduce 



all' equazione 



8 
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«_*(£) — JL(£)' -+ ÌJ*i>L «a-o, altra soluzione 

particolare dataci <3alT altro integrale Q = © .. 

Queste due soluzioni particolari però sono in sostanza la 
medesima , poiché ciascuna ài esse si riduce all' .equazione 

* * — ' * ^* - • ** -= p , .che sarà in 



(i. -*•*").? 



f»H.=)(5) 



/'2 V . t. f_ 

K Ax' '^ 16 



1^ ■- 

conseguenza la .soluzione particolare .dell' equazione del secondo 
ordine proposta . 

Giungeremo .al medesimo risultato «eliminando subito a t bt 

( ? ) P * mozzo .dell' integrale .completo 

— jbx — a* — ,b* = o , della jua differenziale 



v — — ac 
J a 



(J£) — /we — b = o , e dei differenziali di queste due per rap- 
porto ad <z , cioè delle equazioni 

(*H-*5)(5) Bap ,.«.- l .(*) aB .o. 

Eliminando (^) per mezzo di queste due .ultime * si ha ' 

- ^fo =so;^ la seconda .equazione ci <dà 



a 



= (j) — a*; jduncjne 






^* (£) ~*" ^ aaB ^ = o , te quindi 






4(1 



SL- ; .egualmente .si troverebbe 
ì 



*(£)- 



Sostituendo questi valori nella pria» «equazione» si ritrova 

j,j[i H .»«) H .5-.(Ì H .»)(4)«(éy« a p come sopra . 

§. 265. Il ragionamento che abbiamo fatto al §. 263. per 
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1' equazioni -del seconde ordine *si puè estonitae è quelle degli 
ordini superiori * t ne avremo -dei teoremi fcntftogbi . >Gosì in- 
dicando per ^(«?,^>«> b >**) =fc= o riàtcgftfle fini» completo 
di -una equazione del terzo ordine , i tre integrali primi com- 
pleti di questa -equazione differenziale -condurraaao tutti alla 
medesima soluzione oartioolafe* £ emetta -sarà il risultato dell' e- 



9 s *• 



db 



-Uariftazioae delle (tre nomati a , b } c-e. dei 4ifeBeczia]i (~ ) , 



{ — ) per mezzo delle sei equazioni 

» 

A* . . . p' (a?,^^ (£) »«>& »<?) = o «toferenziale della- i* % ) 
3* . . . ^(*^>(^)»(0),a,&,c)=5^o : ditferèfl2wlc'éeHaa*o 



t 



da ' x ds v db ' A d* 

$. 266.Senoifaoendop=(g), 5 = (^), r = (£),;/... 

v = (^44)» w s= (^) , supponiamo «ssere : 

t? (a? > .v >3> » ? » v,w) = o tra' equazione differenziale 

«dell' ordine « , ed f(ee , j> ,j> , q ^ ... . . . «; , a ) ss o il suo 

integrale primo completo , indicandone a la costante arbitraria* 
è manifesto che preso da quest* ùltima equazione il valore di 
«^ che àia «2 s $'(&* y,p ,...'.«),'« sostituito di nuovo in 
essa , si avrà ' 

- . . • • 

f\<x^y,p t q r .. ... v ,t>(x >y y p ,q , . . .,. v))> =ro, che 
sarà nn equazione identica . ' Ora essendo y , p , a ec. , fuoziò- 

• ••• *\ . 

Tom. JP.~ . B . 
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ni di x dipendenti tra loro ma incognite , quel]' equazione in 
conseguenza sarà identica anche relativamente a ciascuna di es- 
se , vale a dire tutti i termini che contengono il più alto dif- 
ferenziale v » si distruggeranno da se medesimi : quei che con- 
tengono il differenziale immediatamente inferiore > si distrugge- 
ranno egualmente > e cosi di seguito . 

Tutti i differenziali di queir equazione identica > presi rela- 
tivamente ad Xyjfipyq ec. , formeranno anche tante equazio- 
ni identiche : avremo dunque 1' equazioni 

t 

ec. 

identiche , quando vi si ponga per a il suo valore Q . 
Supposta questa sostituzione, noi ricaviamo 

ec. ; - 

e siccóme la funzione (•#) debb* essere nulla quando si ha la 
soluzione particolare , perciò in questo, medesimo caso i valori 
delle funzioni (g),(g.),(^)ec, sino al ( £ ) incinsi ve , do- 
vranno essere infiniti ciasenno . . 

• Di qui si ricava un altro metodo per trovare le soluzio- 
ni particolari, ed ha il vantaggio sopra quello spiegato nei $€. 
antecedenti , che pub applicarsi al caso in cui r integrale ab- 
bia questa forma Y (* ,/,p , q , e ) = a: allora Y altro 



\ 



CALCOLO INTEGRALE CA*. XI. li 

metodo non conduceva a nulla» infatti «Teodosi 

/(*,^,p, t>) = T(*».y,p> . .-. .-v) •— a»'o, no 

seguiva ( j£) s= — 1 9 che non diceva cosa alcuna . 

Per fare an esempio di questo metodo , prendiamo Y equa-» 
zione integrale del §. lóa , , 

a? — aay — a* — b == o ; si ricava da essa 

a = — y -+. V( x * H- y* — b) , quindi 

*(* >y) = a =» — jr H- V(* 8 -*•/ — b) , 



<|) = =» ~ « •+ y ^^,.^ ; queste due ultime.' fan-' 

zioni saranno infinite se x-{-y* ~ b *=* o: dunque questa e- 
quazione ci darà la soluzione particolare. E qui bisogna lare; 
un' osservazione sopra il metodo generale « Egli è vero che la 

soluzione particolare rende sempre (Jj)>(^) eo. infiniti, ma 

non è però vera la proposizione inversa , che cioè ogni rela- 
zione la qnale fa infinite quelle quantità, dia una soluzione par* 
ticolare . Perchè ciò succedesse, bisognerebbe ohe. quella rela-v 
zione non rendesse la funzione p eguale ad una costante, giac- 
ché in questo caso ai avrebbe un integrale particolare, e non 
una Soluzione • 

Per esempio, Sia a =^p{x r y) === {j — *)*, e si avrà 

(•~p = **»(_? — x ) w ~ > e se m < i , ambedue queste quanti- 
tà divengono infinite facendo y — * = o . Qnesta relazione pe- 
rò non darebbe una soluzione particolare, perchè sostituita in 
p-, lo riduce o nullo o infinito» secondo che' ir è positivo o 
negativo . 

§ 267. Cercando la soluzione particolare dell' equazione 
del secondo ordine 



«; 
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.(*) - * (*) * f (*f) - {(*) -■.(§)}•- (0)-= < 
abbiam trovato 

che risalta rclatiramente a (&)* ci dà 

la'^T r— 4 BSSO - 

Dividiamola per £ V( i6y -f. 4** -f * 4 ) * ed avremo 

iC^)-*-^-*-** 1 

//./-,. >»_^ * > s=s a V* ( 1 H- ac ) »> ovvero- • 

vKi^H- 4 »>^ :^) s=s v a<fag ^( IH - a? ,I> f cn * 1Qt ^grale compie. 

to è 

w • 

(E) .... y>( lóy 44**4«') = »V'(IH** 1 )- *{V t' 1 ^ 

* • 

ir*) — x\ 4K» essendo K ' la 'costante arbitraria. 
Qnest equazione e bea diversa dall* integrale completo 



■p •— 1 •.' **>-' 5oc — <k* — &* == o : essa però soddisfa alia prò- 

posta equazione differenziale del seconda ordine > poiehè sod- 
disfa alla soluzione particolare del primo ordine., per cui è 
soddisfatta lai proposta, medesima . 

""""Uà sblttzkrte particolare (F) essehdd : «oa equazione diffe- 
renziale del primo ordine , può avere ancora esf a una soluzio-, 
ne particolare . Per trovarla , quando vi sia > adopriamo il se- 
epodo* -pietodo qui sopra spiegato. Avendo dunque 

K=»\(( 16>H-4**H-* 4 ) — x\/(t -*«*> — *{•(»-*• 

m 

»•' **)-=- *rj, si trovi attinto • . : 

( * ) = _. — * ^ ; e onesta quantità dovendo essere in- 

4k vtitfy-^4* •+*♦) * * 

finita , ci dà 1 6jf -f 4*' -t- «* = o , che sarà la soluzione, par- 
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tioolaito dell'equazione (F). Tai soluzioni particolari possono 
chiamarsi Soluzioni particolari doppie, essendo esse mite da 
bh' altra soluzione particolare . 

Questa relazione \6y -f 43?* •+» 4 = a, la quale- soddi- 
sfa au equazione (F), non soddisfa però alla proposta del se* 
condo ordine : noi Y avremmo potuta dedurle immediatamente 

dall* integrale completo y — — x % — bx — a* — ò* = o , de- 
terminando a e b per me£zo delle due equazioni differenziali 
relativamente alle stesse a , b ; si avrebbe in questa guisa 



— x* -H aa = o , 



x -i- 26 = o , e quindi 

a = — — y b = — — ; quest^ valori sostituiti nelT integrale, 

et dantio 

y *+ *1 -j. £! =— o come sopra . 

§. 1268. Per mezzo della Teorìa generale delle soluzioni 
particolari si può dimostrare , che quelle soluzioni particolari dop- 
pie, delle quali abbia m parlato al §. antecedente» rispltano dair in- 
tegrale completo F (x ,y y a >b) = o> eliminandone le due 
costanti arbitrarie per mezzo delle due equazioni particolari 

(5) =a o» (^) =3*0; e si può di più comprendere la ragione 

per la quale esse non soddisfanno air equazione differenziale del 
secondo ordine , di cui F ( x , y , a , b ) = o è V integrale completo . 

Infatti se rappresentiamo per 

> 

/{* >^ > ($ ) > (0)} =« o quel!* equazione del secondo ordi- 
ne > noi la potremo considerare come nata dall' eliminazione del- 
le due costanti a , b per mezzo di queste tre equazioni 

F(ae,.y,a,ò) = 0, i 

dF = a, 

* 

d*F = o. 

* 1 * 

Se nói ora' riguardiamo a e © come funzioni di x * di yy 
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la differenziale prima di F = o, non è già dì? = o sempli- 
cemente , ma <£F -f- da . (^) h* ^.(~)a=o, la quale si ri- 
duce alla <£F = o , determinando a » 6 per mezzo dell' equa- 
zioni (^)sao, {*j ) = o , che danno la soluzione particola- 
re doppia . 

La differenziale <£F sviluppata che sia » contiene le vària» 

.bili x ,y ) ( ^ ) e le due costanti a , b : rappresentiamola in con- 

9 

seguenza per p(x <>y , (^) > a , b): l'equazione allora d 2 P= o 

sarà la differenziale prima di p =: o , cioè dp = 6: se ades- 
so riguardiamo a» 6 come variatili determinate secondo che si 
è detto j la differenziale dell 9 eqnazione <p — o non sari* dp = 

o > ma tfp H* da . (^) H* d6 . (^) = o /la quale non si ridu- 
ce già alla semplice dp = o r poiché in generale le equazioni 
((?ì =o, (^f)r= o, che determinavano a , 6 > non soddisfa* 

ranno a quest* altre (£) = o > (^) = o . 

E' dunque impossibile che Y equazione F(« 9a y 9 a 9 6) = o 
nella quale a,ó sono funzioni di x e Hi y dateci dall'equazioni 

(^E) ss o> (57) = o, soddisfaccia generalmente all'equazione 

differenziale del secondò ordine, che si ricava dalla stessa e- 
quazione eliminando a , b con Y ajuto delle di lui differenziali 
prima e seconda * riguardando a 9 b come costanti . 

Si può estendere questa Teorìa agli integrali dell' equazio- 
ni degli ordini superiori. Così se abbiasi un integrale completo 

F(x >y iCLibtc) s= o ove a>b y c sono tre costanti arbitra- 
rie , e si determinino per mezzo delle tre equazioni ( •? ) = o » 
(^)=ao, (g) = o, si avrà una soluzione particolare tripla, 
che sarà in conseguenza la soluzione particolare di una equa- 



/ 
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zione differenziale del primo ordine , questa ultima essendo una 
soluzione particolare di una equazione differenziale del secon- 
do ordine , la quale è la soluzione particolare dell' equazióne 
del terzo ordine > che ha per integrale completo F(x >y >a, 
6, e) = o. 

Questa soluzione particolare tripla però non soddisfarà né 
air equazione del terzo ordine , né all' equazione del secondo., 
che è la soluzione particolare di quella del terzo . 

§. 269. Abbia m detto qui sopra che le soluzioni partico- 
lari doppie delle equazioni differenziali del secondo ordine » 
soddisfacendo alle soluzioni particolari del primo ordine 9 non 
soddisfanno generalmente a quelle equazioni differenziali del se- 
condo: ora per compimento di questa dottrina si può dimanda- 
re se ponno esistere delle equazioni finite » o senza differenzia- 
li , le quali soddisfacciano all' equazione del secondo ordine , 
senza soddisfare alle equazioni differenziali di primo ordine 
( cioè ai suoi due integrali primi completi , e alla sua soluzio- 
ne particolare prima ) da cui essa dipende . Per rispondere a 
questa questione rappresentiamo per 

(^) ==F (#>.?>. {^)) una differenziale del secondo ordine e 

per y =f(x y a t b) il suo integrale finito completo, a > b es- 
sendo costanti arbitrarie . Se noi le supponiamo variabili e di- 
pendenti nna dall' altra > differenziando 1' integrale completo > 
avremo 

dy = dx . (£) h- da . ( #) h- db . (#) , che si riduce alla 



dy =r dx(&), ovvero (&) = (#), facendo 
d«{%)-*-db.(%) = o. 

Siccome in ( J ) sono contenute anche le quantità a > h , 

indichiamolo per f (x j a , b) ed avremo ( j^J) = (^.') qu»nj 
do facciasi 

*k(^j") •** db{£)sao: mentre dunque a, 6 sono 

noi otterremo gli stessi valori per (£),(0), e quindi egual- 
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raente ^soddisfaremo all' equazione differenziale del «econdo or- 
dine come se qnelle quantità fosseso state costanti , quando es- 
se siano determinate per mezzo delle due equazioni 

*{£)-*. «ci)-, p.. 



««(f)-*<a(f)-»/ 

Si soddisfa subito a queste due equazioni col face da=so 3 
db = o , ciò che ci dà per a e per b due costanti arbitrarie * 
e si ricade celi* equazione d 9 onde «partimmo . 

Se poi eliminiamo da queste equazioni il rapporto da -.db* 
otteniamo 1* equazione 

(£).(£') ^ (%)(%) » o., 3a quale ci darà «ina di quel- 

le quantità espressa per 1' altra . 

Supponiamo che il valore di 5 espresso per a % sia xappise- 
sentato dall' equazione b =s w ( a? , a ) . Sostituendo questo valo- 
re in una dì «quelle equazioni , ne ricaveremo un* ^quazipne 
differenziale (E) in x y a e da, il cui integrale ci darà il. va- 
lore di a espresso per a? . 

Sia T integrale completo di «quest* ultima -equazione & a 
£ ( x *c )* essendo e la costante arbitraria .* e trovandone la so- 
luzione particolare col determinar -e per mezzo dell' equazione 

[fi ) =; o , si avrà un altro -valore di & senza h costante -e . 

de 

Se ora sostituiamo p. (**<?) i° Joogo di -a ne'U' -equazione ' 
isn^a:,*!)^ ed in seguito poniamo ì valori di a e di ò 
celi' equazione y = / («*<!,£), errano _¥ equazione y s== 
/( x , p , T ) che conterrà una costante r , e soddisfarà alla 
proposta 

• (*> ) == ? {» , jf , (*:)} tanto nel caso in cai e è sostante ar- 
bitraria , che in quello ia coi e è ona finzione di x dataci 
dall' equazione (??)== o . 



. < -. » 



/ 
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Qà$$' #$na£ioae del secondo ordine avrà dunque in gene- 
rale due soluzioni particolari finite o senza differenziali, li- 
na delle quàli ; contiene una costante- arbitraria-, e l'altra no. 

§. 370 Esaminiamo ora i rapporti che hanno queste solu- 
zioni particolari con la soluzione particolare., .differenziale del 
primo ordine., dalla. qutJe è Soddisfatta ■¥ eqpazione 

; Primìera«ie»te Fetp*i*ofi* y^f(x ò fr r yl v m&ntte vi $i 
riguarda e come una costante arbitraria, non può essere che 
l'integrale completo , della soluzione particolare del primo ordi- 
ne dell' equazione * 

(^) èsyfapj^^X— )!}* perchè eKminapdo^ tra l' equazione 
y = f ( x , . p > T ) e la sua differenziale , si ottiene nn' equazio- 
ne del primo ordine, che dovendo .soddisfare all' equazione 

.(§.) ■ E {«,y, (;%)"} <> ne sarà in conseguenza la scìlnzione 

particolare >dej primo .ordine stesso . 

Essendo y *= f (oc *$<>"¥) Y integrale completo della sola- 
none 'particolare del primo ordine , avremo in contegnenza u- 
na soluzione doppia, considerando la eostante e di queir inte- 
grale completo come una funzione di x determinata per mezzo 

dell' equazione (^) = o : ora essendo f nna funzione di_p ,t , 
mentre *r ,b funzione di $ , e la stessa <p di e , ci avrà 

<S> = £) .{(£) -+ <J£) <£>> = °' c ^ nefita «<l aazi <> ne ci 
darà il valore di e espresso per x. 

Tale equazione si decompone in dne altre 

Si hanno pertanto due soluzioni particolari 'doppie , V nna 
che risulta dall' eliminazione iti e tra le equazioni 

Tom. IV. 
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y =f( * > p » T ) e (^) = o,4* altra che risalta dall'" elimi- 
nazione di e tra le equazioni y =/(x , p , t ) > e 

La prima ( che è quella stessa di coi si parla alla fine 
del §. antecedente ) soddisfa ali 9 equazione differenziale 

(0) = P {* t jf >(jj|J)} t di ooi essa è mia soluzióne partico- 
lare finita > cioè senza differenziali e senza costanti arbitrarie i 
e la seconda non soddisfa alla differenzialo 

(0) =3 F {* >> » (£)} * qaanda essa aon sia contenuta nel- 
la prima • 

Ricaveremo poi da questa analisi che ara equazione del 
secondo ordine non può avere soluzioni particolari finite , che 
sello stesso tempo* non soddisfacciano quali integrali completi) 
o soluzioni particolari alle equazioni differenziali del primo or- 
dine , ehi cui essa dipende . Non è però vera la contraria » giac- 
ché r equazioni differenziali del primo ammettono delle soluzio- 
ni particolari > le quali non soddisfanno a quella del secondo . 

$.271. UV altra proprietà delle soluzioni particolari è che 
esse rendono infinito qualunque moltiplicatore » che faccia iute* 
grabile Y equazione cui appartengono. . ^ 

Sia infatti 

differenziale di un ordine qualunque ny e rappresentiamo per 
M un moltiplicatore di questi' equazione : sarà allora 

Avremo dunque per integrai© 
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$>{*ty){~)* ' • - - ' (S^)}^** essendo a. la costante 

arbitraria . 

Ora la soluzione particolare debbe soddisfar* alla proposta 

(;&)-*/{* »'>(*?• (^=?)} = senza esser com- 

presa nell'integrale completo 

(/"JV) ricavato dalla soluzione particolare) e sostituito nella 

funzione <P{xyj y ec.) non dee renderla .eguale ad una quan- 
/- tità costante .; per conseguenza non debbe rendere sulla la stia 
differenziale . 

"... * m 

Dunque questo valore debbe rendere nulla la quantità 

(0) *f '{***>(!&)' ••c£^?)}* mentBe naa d <* 

annullare 

M: {(0) +/C*^><£)>*- • .<^)}>» lagnai. cosa non 

può avvenire se non sia M = co . 

Avremo così un nuovo mezzo per trovare le soluzioni par- 
ticolari , eguagliando all' infinito i fattori dell' equazioni diffe- 
renziali . 

Per farne un esempio, sia proposta l'equazione 

*£) ~ ;?• («>.-♦•/* -.*). =; sao;Mdi Uì moltiplioatore e 

*y (]^ y^ Tj~ * a «Fiale -eguagliato all' infinito t ci. dà ** -+• / -~ 

b s= o che ne è la soluzione. particolare, e combina con quan- . 
tp abbiam trovato al <S. 266. ' 
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§. 272. Quando è dato V integrale completo , abbiamo ve- 
duto come può ritrovarsi la soluzione particolare se vi et; vi* 
diamo adesso come può aversi questa relazione tra le variabi- 
li , quando- non è conosciuta V integrale completo . 

Riprendendo it principio delle soluzioni particofcrri , sia 
F(o; > > > a) = or integrale completo di uu 9 equazione dife- 
renziale del primo ordine. 

Questa differenziale sarà il risultato delT eliminazione del- 
la costante a tra le due equazioqi P == o , 

dF = {(g) -h ( j) (£)} don = j e la soluzione particola- 

re sarà il risaltato dell' eliminazione della stessa a tra le due 
cqnazioni F=sO»(-r) = o. 

* • . . • • • 

Sopponiamo che dall' equazione dflF = o st ricavi il vaio- 

• ■ • « 

re di a dato per'a?,^ e (£)t e aia a = p {#*.?» ^1)*} j s * 

sostituisca questo . valore , in F==5 0, e si avrà ?(*»J'»^) ! = o 
per rappresentare la differenziale dejtlà F = Q . 

'Prèndiamo 1 ora la differenziale ài questa equazione 

F(ar»j>f) = o» ed avremo 

^{£) -* {f) (£)} dx -± {f)d<f>(=* o, laquaksi riduce t 

(-)dp = o , essendo la quantità 

l€\ ^.rifl/^'Videntioainente nulla» dal momento che avremo 

in essa sostituito per a il suo valore ricavato da 

La differenziale dunque dell' equazione F fa* , y* p ) =* ó 
sarà v sìimpiìcttneute (£)<*£ «r-é-y Ji quale « deccMStfeae ia 

qu^e* due' : dp *=* óV {fj *» «• "'' ' \- 

La prima dp = è una equazione del secondo ordine» e 
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ci dà il valore di (ti) io x r y e (£ ); e. V integrale di es~. 

sa è p = a costante^- in questa guisa. <p •= a, F(av>.y > P) ==* <* 
sono due integrali primi della stessa equazione differenziale del 

secondo ordine {~)dp = o , ed in conseguenza eliminaado t^ 

essi. ($)> « avra ( §• 206. ) 1* integrale della , weddima F(*» 

_y , <J> ) 5= o completato eoa la costante arbitraria a . Questa ©• 
liminazioee si ottiene con eliminare la quantità <p-, e si ha 
J^(q? r y 9 a) x» o , che è V cqaazifroe é f onde partimmo . 

Se noi prendiamo in esame V altra equazione (t) = Oj 
si vede che essa soddisfa alla medesima equazione del secondo 
ordine; e siccome essa contiene Xi$%{&)% ma non vi sitro- 

va la costante arbitraria , così può riguardarsi come un integra- 
le primo della stessa equazione uoa completo . Eliminando per- 
ciò (j£) tra le due equazioni (4?.) =s o, F(* t J(»^}="0 si 

avrà nna relazione tra x ed y » la quale soddisfarà alla F(» v 
y , <p ) = o , e non potrà esser presa per integrale completo > 
mancandovi la costante arbitraria . 

Questa relazione è anzi la stessa colazione particolare della 
T?(x ,y ,p) = o : infatti per eliminare tra le due equazioni 

(£) ao, F(a?»j, p)^ o la quantità (£)*lia«terà elimina- 



re p che la contiene ; ora il risultato* dell* eliminazione di p 
tra quelle due equazioni, è lo stesso che il risaltato dell' eli- 
minazione di a tra queste altre (j) = o, l?(x 1 y ì a) = o; 

dunqne il risultato dell* eliminazione di p, ovvéro di (i£),ci 

darà la soluzione particolare . 

& Vlfr Cip preoiegsQ , ùa proposta un* equazione differen- 
ziale qualunque oel primo ordine fax = o , essendo f nna 
inazione 



4. • 
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/ {* i jf » (£)} qualunque di x ,y , (g) . 1/ equazione 

/ \ x > y > (£)} = o risulta dall' eliminazione della costante « 

per mezzo dell' integrale completo P(a7, < y,a) = o,e della 
sua differenziale 

{&^ "^'(^H^) = o- ora il risaltato di questa eliminazione 
essendo F(s,y t <f>) « , ] e due equazioni/{* ,.?,(£)} = o, 

If («>^»^) = o, o saranno identiche-, ©differiranno per qua- 
che fattor comune , che si ritrovi in una di esse : sia dunque 
M il fattore, che moltiplicando F (* ,y , p) = o, la renda iden* 
rica.con l'altra, ed avremo 

/{*>* »•(■£)} = MF(*,jr,p);-qulndÌ 

Differenziamo qnest' ultima equazione , e verrà 
{ %) d * = t - ^ > da Ctti lavasi . 

<#*= M .(^) <#>**. .^/, che è la fprma generale della di£ 
f«renziale di 

t 

f\*iJr(-~j£)y> cioè del . primo . membro della equazione pro- 



posta , Si avverta che là lettera f sta in vece di 

• . * 

/{*»>»(£)};- lo « te sso. sale per le altre F,0. 

Di qui si ricava che data un' equazione del primo ordine 
■/ \ x » y > (£)/ = ° > «i potrà soddisfare alla di lei differeo- 
ziale indipendentemente flal valore di (?1) per meEzò dell' e- 
fazione ( — ) = o combinata con la proposta 
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f {os i y y (*j[-)\ =* °» di moàV> che queste due equazioni po- 
tranno riguardarsi come due integrali del primo ordine della me- 
desima equazione df = o : basterà in conseguenza eliminare. 

(*) «» lo equazioni (^)ao, /{*>.?, (*)} = o, ovvero 

(J?) =3 o, HLB(x>y,Q ) = e, onde avere V integrale della 

proposta » che secondo il detto qui sopra» sarà mia di lei solu- 
zióne particolare . 

Ora differenziando la funzione /* {* > y , (^\\ > *i ha 
( pongo p per (£)) 

{(g ) (£) H- (£) •+ (£) (g)} ^rdonque paragonando qne> 

sta differenziale con la forma generale sopra., trovata r si avrà 
T equazione 

{(£) (£> -+ <£ ) ■+ (£) (|)> *. - « (*) * h- sfe/,- 

che sarà identica » 

Si riduce nullo il secondo membro^ indipendentemente dal 

valore di (•£?)> col fere (jp) = o , f = o: si riduce nullo il 
primo membro indipendentemente dal valore di ( g[ ) col fere 

{<() ~ ° » (i*) •+ (*) («f) = ° J dan, T« 5 quelle due prime 
equazioni si tireranno dietro le seconde ; dunque si avrà una 

soluzione particolare eliminando (jg) per mezzo delT equazio» 
ne proposta , da queste due equazioni 

<£) = °. <£)-«• (£)(£) = <>• 

Se i due risultati danno la medesima equazione tra ae>y, 
sarà questa una soloziode particolare : in caso diverso la pro- 
posta ite mancherà. 
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Se le dne equazioni 

(4?) ^ °».(i&) ■+ i£) {%) = avranno na fattore comune. 

N , questo eguagliato a zero, ci daià T equazione ft =*o, la 

quale combinata con la proposta a sommiaisterà Ja soluzione j*r- 
tieolare . *^ 

t -- Sia per esempio 1* equazione 

(£)* (**.•—*) — a«y (J~) — a* *=:<>.; dJdbfenaiamola , >e4 

avremo 

*frÌ»^-*)-*-)<jgE) — * ÌC>C3S) -*- «> =«, che 

ci dà 

C2)(»" *•-*•)■— «gr « 0, 

Ricavando da ciascuna di queste equazioni À valore ; di 
{%)> avremo (*)«-£_, (£) «, _j:., ya j ori <, he <W9ti . 

tuiti nella proposta, ci daranno due equazioni, le quali *r -ri- 
ducono alla fi? h- y * — 6 ss» © , che sarà perciò la soluzione 
particolare. 

§. 274. Risnlta da quanto abbiamo detto qui «sopra , ciré da- 
ta un' equazione Al(C - -^ 




f\ x *y » (jfc)/ *=? ° t $** averne la soluzione particolare , se 
vi è, la dìncreQzJsreno, «d ottenendo na' equazione della fo*> 
■ az P iS) H- Q« 9-,. ne ricaveremo Jl «dorè *<(^.), che é 

'j5*' == — T ; *g aa gliàN) fuétto "valore -a £ , ci somministrerà 

le due equazioni Q = o , P s= o , riasourói «delle quali com- 
binata, colla proposta, . ■ 

ffoifi (&} — 'o eliminandovi (g), ci data inaa retazioiè 
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inara;,^. Sé queste due xchaiooi saranno in sostanza la itessa , It 
proposi». av/à una soluzione particolare, e sarà ?aspre,ssa . da xa\ 
relazione r in caso diverso, la proposta non ammetterà soluzio- 
ne particolare . '..•:•' 

Quando le due^ equazioni P = o , Q = o avessero un fat- 
fjpr' comune , combinata questo con la proposta , ci -data #a sol li- 
cione . particolare . t .....? • •■'■•,..>,. 

Per esempio ' V equazione * 

trfF-J ^ r v v,, v 7— == -r-> quindi 

**(£>-- 3* = o< 

' Da qaeste Jeifaazioni eliminando l '{ fr)Tjoii Tajuto tìella prò- 

|»osta, ricavar se ne debbe ìasoluziorTe particolare» 

La seconda th' queste Aie equazioni ci -dà ( J -2) = 3?, che 
' -. • % • . 

sostituito nella prima., da quésta relazione §£ — £» 8 = o . Lo 

«tesso valore sostituito acfrla proposta.,' porta 1' -equazióne ~^ 



« .-". 



^ . «? J sa o . Queste .due ultime equazioni si riducono alla 

medesima y .— 40?* = o , che h perciò la soluzione particola- 
re cercata. ", 

. % t 

$ a?5. Ripteadiamo il vaiola di (&)'. sia (£l\ B _. 

© * • ■ /» * • . 

^- , sia / ss o T. equazione proposta , *== o la soluzione par- 

«colare . Le due equazioni /= o , e a o ci danno Q = o , 
P == o , e qtieste quattro equazioni sussistono tutto nello stesso 
tempo : duHijue 'siwsisieraorio anche ne! medesimo tempo 1' eqla r 






I 



.«\ 



A& MATEMATICA SVBXtMt 

afoni differenziali dfss=a,, drf*at<i cc+<d£ =*», <fP =ap a oc.^ 

cfQ =r= o. >, <TQ =» o ec.,. che da esse- ' «L deducono : dunfate 4. 

valori di ( M) »•(?!') ec - >• ricavati dalie: successivo QiSkamvàe 

ziooi di (£*) =p — ~* 4jyew*no^ tracfee ^ri&cpadeHprifi» 
ia semplici fu azioni di « , jf per mezza delja: sostituzione sue» 
cessi va; dei valori di (^) , (j£) ec. dedepi /dall' enjiazionr 

tifa - ^»*r 

jf= o y df'= o ec..,, quindi: sostituendovi iL valore, di y -ii^ »: 
dato, dalla, soluzione ; particole s: =»/ o v 

Questa; proprietà, di. rendere: indetewninate^ (^ugntità: ( J-?) » 

i~ t ) ec , è il vero carattere- che- aver.- debbpgp* te soJiwygui 

particolari,, e si. giungerebbe ali'' assurdo» quando» esse- ne Fos- 
sero* prive-* 

Per vpQiopjMn^ere tòttjot qae#D , ;ip rOseewo» ohe feMper mez- 
zo» delFeq^.i©niif== o,. df=z © >; jff == p ec. si trovano,): 

valori-di' (~)>(S.) ce. in .funzioni' di oc il* e- .suppopiàmoi 

.avremo, p«T esprimere; 1* integrale «exnplftp* .<& ques^equazjppej 
f'*= o „ li .serie- 

y = A H~ «p( » , y) -h £<f>'(cc>$) -+-^ f*'(» > j) H~ CC: 

nella: quale- pera dee farsi « = o nei coefficienti delja- varia- 
Bile *> cioè in p(**x)* P'i&i.y) ec. La A costante: che; 
xesta anhitrark r rappresenta ft vjflo*e vdi: ^ qmpd& *.=«= p . .. 

Daodo ad A diversi valori particolari, si hannai diversi: 
integrali particolari della proposta-; e se fosse- dato pn integra- 
le particolare espresso* 4*11' equgz»©n# ,*a»-p-, ai tederebbe iU 
«vado** di A e quindi ; la serie cfc a $ne% corr*©gode in questa; 
gaés» .. Rie*y,aw* il' valere di ym #■ m X *» ?#»*& «.w «- 

y =r rx h~ »<p C* , Ya? > -*- ^>' (* f^a? ); Hr ec . * oste 4*e farai 



*» 
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Qaastaf terie sarebbe allora uà valore particolare dì y com- 
preso nel completo , »e che .avremmo .ottenuto .addirittura *e z- 
*e*tfe» Atto A «va. 

Se queir (equazione s = o fosse stata una soluzione parti- 

.colare , ,-c .npn avesse rese eguali '— le quantità #' ( x , y ) ., 

0" (»».?) co, » ci avrebbe condotto 'egualmente alla suddetta 
.serie , la quale è un integrale particolare e non una soluzione., 
.il che sarebbe stato ««rad©:. «col .divenire indeterminate le quan- 

(■'??') > ij£t) t0 - » X.aoalisi id lia avvertito .che tjnella serie 

non può rappresentare la sòIozjodc particolare 

Data un' equazione tra x >y > la quale, soddisfaccia ad una 
cB flercqziafc , e sia apriva di costante arbitraria » si potrebbe ài 
<quì ricavare panche ;il roe^zo , onde conoscere se quella relazio- 
ne è nn integrale., orvércr una soluzione particolare . 

§ 1276. Queste considerazioni ponno (estendersi .alle equa- 
zioni degli ordini superiori . ;Sia 

F {& >y 5 (?) ì a'J == ;0 -nn integrale primo .completo >di 

equazione differenziale di secondo ordine ;, eliminandone a, per 
mezzo .della rfP ==-0, si avrà 1 J equazione diATfetenziale dd se- 

.condo ordine ;*ed eliminandola per me^zOcdcTl* equazione fé) ==©* 
.si ha la soluzione prima particolare . 

Sia p £x y y 1 (^) , (0)} o semplicemente >p il Calore <di 

« ». « . . 

<a ricavato dall'equazione dF = o : sostituendo questo valore 
neir integrale cra&pléto, si avrà «ft*;t^nazroce ^difinttnzfrk «li 
tjuesta .forma 

F \ x *.y * (4,) * Jp/ === °» <fclla quale si prenda la differenzia- 
le , e ,ved remo che la porzione relativa ad .* , ,y , .( J ) sarà 

identica msnte nolla , poi cip è $t che vi è rimandato come costan- 
te , e -stato determinato per mezzo dell ■equazione che ci è 



) 
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data dall' eguagliare quella porzione allo zero % . . ■ t 

Là differenziale dunque di F f a? , j> , ( ^) , p\ =s p siri- 
durra soltanto all'equazione (j-) dp == Q % che si decoìnpo^e 
in queste due (^) = 0,^ = 0. 

La ' dp =5 o è un' equazione differenziale del terzo ordi- 
ne > essendone p == a il suo integrale completo. Se éliminia- 

mo { d r~) tra queste due equazioni p «= «> .» . 

^ {*)/)(| ! )i -} *=* &> che equirale all' eliminazione di p r 
avremo per T integrale- prima completo T equazione 

I 1 {a; *^r( ?),>♦.<*}■ = ° i c ^ e ® quella- d* onde siamo partiti . 

1/ altra equazione ( ~ )= o ci darà > con T eliminazione 

di p trar essa e 

• * 

F /a: jjsf^jp}" — *! stésso risultato che si ottiene com 
T eliminazione di a tra ( — ) e 

P <o? > j? * (— ) > a J = o : dunque qùef risultato sarà nna so- 
luzione prima particolare dell' equazione differenziale del 
do ordine r di cui 

• m * ** 

5 1 {"«».£>(?)» a } = ° è T integrale compierò. 

Ciò posto sia data l'equazione del' secondo ordine* 

*••• •■.. ■ •» ».• 

j '/ { * >tf j-(:^ ) > .( — ? ) } — o » e supponiamone 

Y { x *y*$\* a } ===: ° F integrale primo completo. DifTè- 
renziando questo integrale, ed eliminandone la costante arbitra- 
4 ria y si ha 1* equazione del secondo ordine ' ' 

F{x >% y,(*) > p}t=so ; , la eni differenziale abbiam vedno 



CALCOLO fNTEQRALE CAF. XI» '$n 

rfF 



essere (J-) dp =s o. 




{4 ' 

^ ,{.%*?>(%) > tf ^ =a -°. abbono combinare «a loro» essen- 

do o poteado considerarsi, ambedue il risaltato dciF 
ne della costante a dall' integrale completo 

TP \& ì3 > {%) > <*> } «o: avremo dunque* 

V 4 * * 

Ji*>*>i&>ig)} ~m {*,,,<%), P y limito 

un fattore funzione di *yy » (^) >(^v)« 
Di qui si ricava ^ 

ziandò quest' ultima equazione > si ha* 

«?r= m%) * ■+ f /• 

Si' potrà dunque soddisfare alla differenziale df =a o della 
proposta, indipendentemente dal valore di (^) per mezzo del- 
Ib due equazioni ( ^? ) = o , 



/.\* >.? » (|J) » (;£/.)} = o y e se ne avrà la soluzione parti- 

» 

colare "eliminando (0) tra queste d*tìe 'equazioni stesse. 
Ora essen<fo ..-••,". 

• » • • 

4 « 

( le lettere p , 5 stanno per ( ^ ) , ( — {) )• avremo quest' equa- 



rf»' ' v **' 



• 1 f 



zione identica 



V 
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m" v ' . 

II secondo racmbro si riduce tìuflo joàSpenttemenienttf dal 

valor* (di $0) , col fere (^5) = o , /= o : il primo si tfntml- 
la indipendentemente .dal .detto yalòre .col fare ( — ) = o , 
(S) ■■('£ ) ~* (£)(£) ■+ (ff) = ° 8 dnn q°e quelle due prime 



equazioni .si tire? aa&y .tftetro. le ?dne ^seconde. : dunque .si ,av*à 

una soluzione particolare Sminando ( £? ) «da quelle due secoa- 

de equazioni per mezzo della proposta . L* identità dei due ri- 
sultati ci dava una soluzione particolare : quando questa nati vi 
fosse., i doe risaltati sarebbero diversi . li timone conforme ,a 
ciò che abbiamo detto per 1\ equazioni di primo ordine. 

Dunque data V equazione del secondo ordine f = o j per 
averne ,la soluzione ^particolare , da essa caveremo il valore idi 

{j~)y e se questo sarà w £ , faremo {—>) = ~\ quindi 

B=o, Q = o : queste due (equazioni .combinate con la pro- 
posta , ci daranno la soluzione particolare se vi è . 

Estendendo la ricerca alle equazioni di un ordine qualun- 
que y ,13 e concluderemo >, che per trovare là soluzione particola- 

•re , se \vi hy di una /equaziòfle rdcH' ardine n '" 4> conviene dif- 
ferenziandola^ ricavate ,da essa U valor© >di (^^) % ed egua- 
gliarlo a — : se questo valore sarà •£-, le due : eqmi.zÌ0iji ;P = o* 
Q =s o ci daranno la soluzione particolare , quando /gou Y aju- 

to della proposta ^eliminando da ^ciascuna di v esse (0) ginnga- 
*si allo «tesso risultato,. ' \ ' . 

§. 277. iPer farne qualche «esempio sia l'equazione 4el«e- 
tcondo ordine 
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Io la differenzia e ne ricavo» 
/ d'y \ L~_ *=r JjLc -«aia dunque 

La prima mi dà (£[)=* =* i> che riduc* 1* propost* « 
a /* * ££)}. « o >, cioè (fi)* — **' » a . La; seconda: cfc 

£©1 «►;!.(£•),. che «oarituito. ueU* ivopotta •.,. la. «aopff i* — 

i ( fi )* H- ar *» * , cioè ( £)*' — ** = o :: sarà, dunque (fi J* — 

% x? =? o la soluzione particolare 

Per un altro esèmpio r sia T equazione' 

Prendiamone là. differenziale per avere il valore di ( gj ,. 
e troveremo» 



dttoqae (£?).= * se- eguagliamo a zero- il fattore- per il quale 
(■ ft) è moltiplicato :: si avrà, in questa; guisa là: sola* condizione 



*" " 2[(fi)~*<0)]ir~a(g);~o^dalla.qualesi.ricava; 



Per ottenere- poi la-, soluzione* particolare , basta' sostituire 



«tesso 



s* 
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/-«<S)H-?X 



4<J-+**) "** 16 ( i -e *> )»" -=— ssOf 



la quale si riduce a guest' altra 

"-«(ir 



/ 



a* 









o trovata qui 



»(«-*■*•> j V*' ' 16(1-»-*») 

li' equazione del terzo on^e 

<T ■*■ . T C5) — (0)]- - .(g)> (g) 

sopra, ci dà (,£?) = o, di cai 1' integrale completo è * = 
j «* H- 5a? -4- e essendo a , 5 , e tre «ostanti arbitrarie . Ora 
queir equazione del terzo osdine essendo ia differenziale <teia 
proposta , che è del secondo., se vuoisi che y = ± gf -*. fa? -*. Q 
soddisfaccia a questa, converrà sostituire in essa i. respettivi va- 
lori per y , (è) , ( g) , e ?i avrà ^ le costanti <z , b t c V e- 
quazione^c - *' - <=o, quindi cs.0*^, e perciò 
y _ .1 *• _*. fo ^ a « ^ j. ?arà j, ifltcgraIe canneto della prò 

posta medesima.. 
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Continuazione delio stesso Soggetto* 



$• 478. I jate le equazioni differenziali, nói ci oconpam- 
M.J mo sin qui a determinarne le soluzioni par- 
ticolari . Qualche cosa diciamo sul problema inverso : -data cioè 
una relazione tra » , y , la quale prender si debba per sdazia- 
ne particolare , ricerchiamo i* equazione differenziale <mi appar- 
tiene . Noi vedremo che se la soluzione particolare è più limi- 
tata dell' integrale .completo , perchè non contiene costanti ar- 
bitrarie) ha però il pregio di corrispondere nel tempo «tesso 
ad una infinità d' equazioni differenziali diverse.! 

Rappresentiamo per F ( a? , y , a , b ) .= o ira integrale com- 
pleto tra se <, y e due astanti jol , b , una delle quali sia funzio- 
ne qualunque deli' altra , ed in generale che tea di esse .«avi 
la relazione espressa da/(a,ó) = o. Otterremo la diflèren- 
ziale che ne risulta > eliminando queste due costanti' per mez- 
zo delle tre equazioni 

F(a,jr, a,b) = o, 

^-(£)ÌH.(J)(4)d.-o, 

/(o, b) = o. 

Se dunque noi deduciamo dalle due prime i valori di a 
e di b dati per » ,y e {^), di modo che sia 

° = ,fr \*>J'»(^)} = 1 F, e gli sostituiamo nella terza equa- 
Tom- IV. E 
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zione , avremo 1* equazione differenziale f(<pyY) = o . 

Dunque reciprocamente ogni equazione differenziale di questa 
forma , avrà per integrale completo l' equazione F(x,^ 3 a,ò) = o, 
regnando tra le due costanti a , b la relazione espretsa dall' e- 
qnazione f{ a , b ) = o , ed avremo nel tempo stesso 

a» ?{*•>, (£)},' 

*~*{*.J.(;g)}. 

Dunque ogni valore di y in<x> che verifica oda r equazione* 
f{P jT) = o non renderà le funzioni p f T costanti > non potrà 
esser compreso nelT integrale completa generale r e «ara quia* 
di ami soluzione particolare . 

* > > 

Sia ;y asf'(x) questa valore o sol azione particolare « e 



sostituendo f (x), t^) per y è ('$) nelle funzioni jp : , T ,. 

•diverranno qeeste semplici funzioni di a?, ed eliminando x tea. 
di esse, si avrà un' equazione tra ft e T , che si prenderà per 
T equazione •f{-p , T ) =» o : 1* equazione dunque y =fx sod- 
disfarà all' equazione f{ <p , T )= o , ma non rendendo costan- 
ti te quantità Q ,'* , non potrà essere compresa ueld' iategrale 
completo, generale , e sarà in conseguenza una. soluzione par- 
ticolare . N 

Ecco dunqne a cosa si riduce tutto- questo? sia jf=sfx 
la soluzione particolare . Per avere 1' equazione differenziale cai 
appartiene > prendasi ad arbitrio un' equazione qualunque 

(A) F(*,.y,a,ò) = o. 

Da qnesta equazione e dalla sua differenziale 
l4E\ _». /*?) tù\ a=a o si ricavino \ valori di a e di è ia 

x,y,(&), e sostituendo in essi in vece di y e di (^) i re- 
spettivi valori fx , (^-) , si avranno due equazioni in x, le qua- 

li per mezzo dell' eliminazione di x , ci daranno un' equazione 
f( a , b ) = o tra a e b . 



\ 
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Riponiamo in f( a , b ) = o i primi valori di a » & in 
a?,,y>(— )> «d avremo 1' equazione differenziale, della quale 

y =f'x sarà la colazione particolare, ed F(a? ,y % a , 0) *= o 
1' integrale completo , essendo una delle dne costanti , funzione 
dell' altra data per l' equazione /( a , b ) = o . , 

£ siccome l'equazione (A) è arbitraria, si avranno così 
infinite equazioni differenziali che corrisponderanno alla stessa 
soluzione particolare y = fx . 

Per esempio , propongasi per soluzione particolare l' equa- 
zione y — Ax — B = o , e si dimandi a quale equazione dif- 
ferenziale corrisponde . 

Prendendo per (A) V equazione y — ax* — 2> =10 e 
differenziandola , si avrà - • ,, 

j(g) ~ ** = o, e quindi d « Z (A), ,0 *?y .- *>(£). 
X»a soluzione particolare proposta ci dà y.^JStx -4- B, ; 
•'>* ■ c=s AV H- «AB» ni- B* , e 

y{i) = A"*H* AB; dunque facendo .le .opportune emozió- 
ni nei valori ,di a e di b , avremo 

i 

a =as A* -4- — > 6 = AB* -+ B 1 , e l' eliminazione di \a? ci darà 



(a — A')(b — B 1 ) — JL*W=z o, cioè •■:--, 
co — B*a — A'o = o . 

Sostituiamo in quest' .ultima «equazione i valori di a e 
b in oc^y .fi, (£), e si avrà x 

Quest'equazione differenziale arra per soluzione partico- 
Jare y — Àx — B = o , e per integrale completo y % — atx — 
h =5 o , supponendo tra a e b qnest' equazione 
<tó — B*a — À'ò = o; se ne ricerchiamo il valore di 6 > avremo 



/ 






6 Matematica sublime 



b = ~ J^-- , e T integrale completo sarà y % — ax ?!*L =- <>„ 

Se da questa integrale completo si ricavasse per mezzo del- 
'le* regole date sopra , la soluzione particolare >. troveremmo ap- 
punto quella proposta in quest' esempio . 

§. 279. Veniamo alle equazioni del secondo e degli ordi- 
ni superiori . 

Data T equazione (£) h- f{ x ,y J = o come soluzione 

' particolare , potranno ottenersi infinite equazioni del secondo or- 
dine ad ess^ corrispondenti . 

Per questa, prenderemo un' equazione qualunque (A) 111 
*x>y e tre costanti arbitrarie a^b y c. Con Y equazione (À) 
e quelle che se ne deducono- differenziandola due volte > tro- 

w 

▼cremò i valori di a y b y c dati per *,^,(4?): siaaaa = $r, 
J35 Ti c = *'• 

In questi valori sostituiremo quei di (^),(^{) dati dal- 
la soliwione particolare (Jp>^/'(a;,j)*= o> e dall* di 

differenziale 

t£j-* ^^ C^H£) = Oi ed avremo in questa guisa 

le- costanti a , 5 , e , date per * è per jf . ^ 

Eliminando in fine per mezzo di queste tre equazioni le 
variabili x r y , avremo un' equazione tra a , b , e , f{ a , b , e ) = o f 
nella quale sostituendo fi , Y , * per a^b y c f otterremo 1* equa- 
zione del secondo ordine f{ p 7 Y * * ) = o >. che avrà per so* 
luzione particolare la proposta , e per integrale l'equazione (A) 
contenente due costanti arbitrarie, giacché potremo far conto 
che siasi da essa eliminato il . e * sostituendovi it sue valore m 
a , 6 dato dà f( a * b r e ) = o . 

Siccome possono prendersi infinite equazioni (A)* così po- 
tremo ottenere infinite equazioni del secondo ordine che abbia- 
no quella soluzione particolare. 

Se la soluzione particolare data fosse del secondo ordine 1 
prenderemmo ad arbitrio in/ equazione tra x,y e quattro co- 
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sranti a y ò , e ec. , e così di seguito . 

i 

c Per farne un esempio, sia (£) = Ay la soluzione portico- \ 

lare : prendasi Y equazione 
y L. x* — bx — e = o , e la differenziazione ci darà 

(4*) — ax — i = o> (S) — a = o : queste tre equazioni 
ci somministrano 

«-(gì, *»(*) - -(g), c=J- »(£>-«.£(£). 

Ora la soluzione particolare ci dà (g) = A > y, (S) 
A(£) = A>; dunque 

a = A> , 6 = A.y ( r — A* J > e =*y ( r -* A* -f* £ ** }i 

eliminiamone x ed y , ed avremo «* -è- A' ( i' « — aac )' = o » 
in cui sostituendo i valori primi per a t &*c t troveremo 

( *1 y _ $A*y( £? ) ~f A' (^ )* = a : qaest' ultima equazione 
del secondo ordine ha per soluzione particolare (|?) = Ay > e 
per integrale completo y — — a>* — 6» — © = o > ovvero 

7 — — a? 1 — 5» — * = o i avendo messo per e il suo 

valore ricavato da a* h* A*(&* — aac) = a; a,è sono le 
due costanti arbitrarie » 

§. a8a Veniamo a qualche Problema Geometrico 9 nel ri- 
solvere il quale ha luogo la ricerca delle soluzioni particolari 
dell' equazioni differenziali . 

Si dimanda una curva tale y che la normale in qualunque 
suo punto abbia una darà relazione con la porzione dell' asse » 
intercetta, tra, Y origine dell' ascisse e la normale m< 



medesima di 

modo che t «8 per a si rappresenti quésta porzione e per b quel- 
la normale , sia b = Y(a) . 
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Da ciò che abbi a m detto ( § 78. ) nell' applicazione alla 
Geometria , si ha 

a =*H-j'(£)» *~>V{i "*"^0 ; dun( l nc Y equazione 
differenziale 

y y/ { l -j. (g)} =. y {x •+ y ('£)} sarà quella, dalla integra- 
zione della quale dipende la soluzione del. Problema . 

Non si saprebbe però integrare generalmente per qualun- 
que forma della funzione Y . Sia per tin .caso particolare b x =zac, 
e T equazione .differenziale diverrà 

J-V{iH.(*)>-V(e{«-».jr(£)>). 

Ricaviamo da questa «equazione il valore di y ( & ) e si avrà 

y (■£) ^ t -*• ^ { 7 ~* CX """/} » ovvcro 

c — 2 ^( £) -*• a v^ (— -H <w — /)=Pj ovvero 

.4 

4 

ed» — sycfy •+■ aefo \/ (- — h ex — y % ) = o , ovvero 

.a 

L' integrale (di qnést* «equazione è v* ( — -$• e* — ,>* ) -f » 

cas A indicando per h una .costante arbitraria : tale .dunque sa- 
rà 1' equazione della .curva che risolve il Problema . 

Mandiamo via il radicale da queir integrale , ed avremo 

— H- ex — y .== (A. — jx )* , «he è T equazione .al circolo . 

Per ricoooscerja anche più facilmente facciamo ,h = e — 
essendo <e una nuova costante arbitraria 9 e si avrà 
' y* h* ( e — jx ) V= èc y ove la e rappresenta X ascissa del cen- 
tro ; la V ec il raggio . 

Concluderemo dunque che un circolo jche abbia il suo cen- 
tro neir asse corrispondente a qualunque ascissa = e , ed il 
cui raggio , che è la stessa normale, sia ì/ ec , risolverà il Pro- 



€ 

7» 



\ 



CALCOLO INTEGRALE GAP. XII. 39 

blema : e siccome infiniti valori dar possiamo ad e > cosi infini- 
ti circoli soddisfaranno alla dimanda. 

Ora si pnò dimandare se vi saranno altre curve che sciol- 
gano Io stesso quesito * ciò che equivale a dire , se vi saranno 
altre relazioni tra le variabili x , y che soddisfacciano alla dif- 
ferenziale 

cdac — zydji -+•. zdxy/(-- -*• ex — /) = o» oltre 1* integrale 

JK* -f- ( e — x Y == ec . 

Ad una equazione differenziale y oltre 1* iategrale comple- 
to » soddisfanno le soluzioni particolari se ve ne sono. Cerchia- 
mo dunque queste secoude relazioni nel nostro caso . Data all' in- 
tegrale la forma 

y-t-(e — * )* — ec = o r prendiamone il differenziale con- 

sideranda soltanto e variabile * quindi dividendo per de » avremo 

2 ( e — x) — e = o , e = t±2f . Questa valore sostituito 
neir integrale completo t ci dà 

y % = ex -*• — , che è la soluzione particolare di quella equa- 
zione differenzia le ; soddisfarà dunque al Problema anche la cur- 
va espressa da 

y* == ere -i* — ~ c(x h- — ), che è una parabola Apolloniana . 

Abbiamo dunque un numera intuito di circoli che risol- 
vono la questione , ed una sola parabola Apolloniana. Quei ci 
sono dati dall' integrale completo % questa dalla soluzione par* 
tieolare. 

§ a8r li Problema che abbiamo trattato nel $. anteceden- 
te fu risoluto la prima volta da Leibuizio . Negli Atti di Lipsia 
del 1694. questo gran Geometra dettp la maniera di trovare la 
curva formata per Y intersezione continua di una infinità di cur- 
ve , comprese in una medesima equazione > facendo variare in 
essa il parametro per cni differiscono Y una dall' altra . In tal 
guisa egli otteneva una nuova equazione , dalla qnale si aveva 
il parametro dato per le coordinate , e questo valore sostitui- 
to neir equazione proposta > somministrava subito V equazione 
della cur^a cercata. 
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Applicando questa teorìa al Problema suddetto , Leibnizio 
riguardava la curva cercata come nata dall' intersezione conti» 
naa -di un 9 infinita di .circoli che hanno i loro centri e eli' as- 
se . I raggi dei circoli erano allora le normali alla curva, & 
la relazione data «dal Problema tea le Aormali & le parti corri- 
spondenti dell 9 asse , ha luogo tra i raggi e le ascisse corrispoor 
denti ai centri dei circoli . 

Secondo ciò , chiamando b il raggio di un circolo ,alV 
scissa corrispondente al centro, x,y le coordinate , si ha 

y* «4- £ a — a?}* = b % per 1' equazione di questo circolo ; e sup- 
ponendo che il quadrato .della normale b esser debba eguale-al 
rettangolo della ascissa a in una data costante c > cioè z= ac* 
queir equazione del «circolo diverrà 

y -*- ( * — x f = ac . 

Leibnizio differenzia questa equazione, riguardando sola a 
variabile, ed ottiene 

« ( a— x ) da = eda , da cui a = r "t 2jr ; sostituendo questo 
valore di a in y % -4- (a — «)* == ac 9 ci trova V equazione 

y = ( x H- — ) e alla parabola Apolloniana che risolve il Pro- 

bìema. 

Si vede che quel Geometra ha risoluto il Problema in quella 
guisa medesima che si ha dalla soluzione particolare dell' equa- 
zione differenziale , cui lo stesso Problema conduce : egli però 
lasciò in questo caso da banda la ricerca dell' equazione diffe- 
renziale , e quindi della sua integrazione . 

$. aSa. La soluzione di Leibnizio è dedotta -, come abbia m 
veduto? dalla considerazione della curva formata dall' intersezio- 
ne continua di tutti i circoli che ottengonsi facendo continua* 
mente variare il parametro costante a\ in generale, si può di- 
mostrare che le soluzioni particolari godono di questa proprietà 
generale: esse appartengono alle curve generate dalla continua in- 
tersezione di altre curve rappresentate dall' integrale completo , 
nel quale si faccia continuamente variare la costante arbitraiia . 

Infatti la curva prodotta dall' intersezione continua di una 
serie di curve pochissimo differenti 1' una dall' altra , è la curva 
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the abbraccerebbe o toccherebbe tutte .-queste curve, e -dje per- 
ciò avrebbe io ciascuno dei suoi punti una tangente comune epa 
una di queste curve stesse . > ! » . . 

Ora sia F(à?yy>ta) = tsY equazione generale delle cur- 
ve, delle quali si tratta- , a èssendo il parametro che è costan- 
te in ciascuna di .esse , ma che è diverso dall' una all' altra : 
la curva che dere abbracciarle ha un punto comune eoa cia- 
scuna di queste curve ; essa avrà in conseguenza le medesime 
coordinate $c,y<> e la stessa equazione tra di esse* con questa 
sola diversità che il parametro a sarà variabile nell'equazione 
^ ( x * y * c ) ^ ° ^ oc ^^ essa apparterrà alla curya ehe abbrac- 
cia tutte le altre. 

Di più ., bisognerà che la posizione della tangente sia la mede- 
sima nella «curva dove a è costante, ed in quella ove è varia- 
bile : ora si sa che la posizione di una tangente dipende dal 

valore di (~)> giacche (S-7^) 1* suttangentc è rappresentata 
da y : (^)i dunque bisognerà che il valore di (^) ricavato dal- 

la differenziale di J? (x^y >a) = o * sia il medesimo tanto ri- 
guardandovi a come costante, che come variabile funzione di 
x : dunque la porzione della differenziale diF(x,^,a) — o 



relativa ad a cioè da(^) dovrà essere nulla: dunque riguar- 
dando F ( oc , <y , a ) = o come Y equazione della curva che ab- 
braccia le altre » bisognerà che il parametro a sia una tal fun- 
zione variabile da annullare la quantità ( — ). 

Avremo pertanto il valore di a in funzione di x^y risol- 
vendo V equazione ( j ) = o . Questo sostituito in F(x ,y , a) = o, 
ci darà Y equazione della curva abbracciante . 

li equazione ( ~ ) = o è quella che ci dà la soluzióne par- 
ticolare , quando 1* integrale completo è F ( x \y , a ) ==. o . 

Dunque 1 equazione della curva abbracciarne tutte le altre , 

Tom. IV. F 
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e la soluzione particolare corrispondente «U f integrale cwnpJet* 
^(ar^/^a) =»o r dai quale sona rapprojentate te «atro ab- 
bracciate *. sono la cosa stessa.. 

Queste considerazione- Geometrie* cr presenta il legare che 
ri è tra le curve rappresentata dalla asianone jmtieoiarje* f, 
dair integrale* completo . 

Osserviamo che il problema analitico* da* n»t risoluto ($.$78 ) 
si ridace a trovare delle curve, le quali* avendo* ita patragiei-r^ 
variabile r possano* formare con la loro* reciproca intersezione utw 
curva datar possiamo in conseguenza- esporre il profetanti sptjp* 
♦questo ponto di vista - 

, r Abbia osi due enrve di cui 1' equazioni siano- date,, $ 
,* delle qnali una contenga* due costanti arbitrarie * e si ricer- 
J% chi la relazione necessaria tra queste due costanti:* onde: fa*- 
, r cendo variare quella che resta arbitraria > ne nascano- mn' in- 
fy finita di curve del medesimo genere > le quali con la loro* 
„ reciproca intersezione producano V altra corVa* data: '„. . 

La soluzione di questo problema dipende dalla* determina- 
rione della, relazione tra le due costanti a r b deir equazione* 
data P( ar ì y 9 a^'b )* =?,o> affinchè quest* equazione presa per 
integrale completo > abbia; per soluzione particolare y = 2ar r 
che sarà F equazione della curva: abbracciarne tutte quelle 1 da- 
te dair altra equazione . 

§ 283, Giovanni Bemolli risolvè- Io stesso* problema di Lei- 
tmizia per altra via ; cosi questi due Geometri fino* dalla: na- 
scita del calcola differenziale ed integrale v s' imbatterono nelle- 
soluzioni particolari dell' equazioni différenzialiy senza però ri- 
guardarle come relazioni capaci di soddisfare alle equazioni dif- 
xerenzialì. 

Il primo Geometra r cui si presentarono* sotto* questo* aspet- 
to , fu Taylor r come si rileva dalla sua Opera* Mèthodiis* r>z- 
crententomm pubblicata nel 1715: aUr pag; 17 . I* soluzione 
di un problema avendolo 5 condotto ad' una equazione yJà quale- 
cangiata dalF algoritmo* Passionale nei differenziale r è 



f — 2^(* ) ^(n. **) (£)% ebbe V ideai di difiwen^ 



ziarla , e ne ottenne 
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{ _ az; -* A ( i Hh *' ) (£)} (£S ) *= © » # onde ne. ricavò 
,<fy = o, 

Quest' °fà m * equazione da 
i d JL\ =s —fi!—.* che aridoce'la proposta a igatiat* àltr* 

-a£ ,1 •+ t^ 



% ss y — ♦ ^5^1 h* — ^> -cioè 1 ~h s* = y * <che è t dice 



»* i- 

«quel Geometra » singularis quaedam solutio problematis . 
X»a prima -equazione jety =t .o .ci dà y == <z -** && » quindi 

.(^) = jó , «djis=4 quando « =d : ora in -questo -caso la 

proposta -diviene .1 j= tei -4- V ; dunque & = V ( i — * <J ? ) * e 
perciò y = ta ~fr &V ( l — & • ) ne sarà 1' integrale completo . 
La singolare equazione di Taylor è poi ama «olnzione par- 
ticolare : infatti facendo ( §. a?4 ) secondo Ja regola 

f^)o= 5 «- 5.. « ha 

-^-j.a(n-^)(^)«o. 

Anche Ckjraut nel 1734» e Vincenzio Biccati nel- 1747., 
ftdoprando , per integrare un* equazione differenziale , 1* artifi- 
zio iti differenziarla , per ottenerne una equazione «di un ordi- 
ne superiore , ma scomponibile in due fattori , -ebbe due inte- 
grali differenti, uno dei quali era V integrale completo, l'al- 
tro una «relazione tra le variabili priva ài costante arbitraria > 
e che quel Geometra riguardò come una singolarità di catóolo. 
Avvenne- lo stesso ad Eulero, e cella sua Meccanica si 
ritrovano molti esempj di questa duplicità d'integrali: ma Eu- 
lero fece anche di più ; assegnò delle regole per scoprirla in v 
alcuni casi , còme si vede ai §§ fi 6 8 , 303 , 335 del secondo 
Tomo di queir Opera . / , 

Questo Geometra poi si occupò estesamente di siffatta ri- 
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cerca in una Memoria inserita negli Atti dell 9 Accademia di 
Berlino del 1756* 

Sino a quest* epoca le soluzioni particolari erana state i> 
guardate cernie relazioni , le qnali si presentavano da se mede- 
sime e senza integrazione , né avea9Ì alcun mezzo , onde rico- 
noscere a priori se una simile soluzione poteva esser compre- 
sa nella soluzione generale data dall' integrale completo . Lo* 
stesso Eulero, è il prima r che per questo oggetto ha dato una 
regola generale che ritrovasi nel primo Volume del suo Cal- 
colo Integrale . La -Place dimostrò poi come le soluzioni pai> 
ticolari si potevano dedurre dalla medesima equazione differen- 
ziale ; ma la Teorìa generale delle soluzioni , la quale ci mo- 
stra il legame che è tra esse, F integrali particolari, ed il com- 
pleto che ci fa vedere non formare esse un paradosso o biz- 
zarrìa di calcolo, ma dipendere necessariamente dai primi priip- 
cip; del Calcolo Differenziale che ci spiega qnal rapporto geo- 
metrico abbian le curve rappresentate dalle soluzioni particola- 
ri con quelle rappresentate dagli integrali, dbesi a La -Grange . 
Negli Atti di Berlino del 1774 e del 1779 sc ne o° cu PÒ * e- 
più estesamente ne ha trattato- nel dodicesimo quinterno del Gioiv 
naie della Scuola Politecnica.. 

Le soluzioni particolari ponno incontrarsi ancora nelle qxie* 
stioni Meccaniche . Sopperiamo per esempio che si cerchi 1' e- 
quazione del moto di un corpo , il quale debbe moversi lun- 
go l 9 asse degli x con una velocità che è funzione dello spa- 
zio percorso x r e del tempo t impiegato a percorrerlo . Sia 
f(x*t) V espressione di questa velocità alla fine del tempo t r 

ed avreme (SJ) =sf(x r t): Y integrale sarà l'equazione del 

ì 

movimento. Sia quest'integrale x = F(a,f) rappresentando* 
per a la costante arbitraria che si determinerà in funzione di 
uno spazio dato descritto in un tempo dato. 

Sia a =3 Yf quél valore di a ricavato- dall' equazione 
(j?) = o; sarà x = F (¥£,*) la soluzione particolare, e rap* 

presenterà ancora essa nn movimento che risolve il problema r 
avremo dunque due movimenti 

x = F(o , t ) r x = F(Yf , f J, così generalmenre parlando te 
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questione è risolata in due modi ; l' esame però di essa nei ca~ 
si particolari toglierà ogni equivoco, e potremo conoscere qua- 
le delle duo soluzioni è quella chef risolve il problema . 

E qui osservo che il movimento rappresentato dalla solu- 
zione particolare x = F(Y£ , t) è solo ed unico; mentre T in- 
tegrale completo ci dà un numero infinito di movimenti della 
stessa natura , i quali si ottengono con dare ad a dei valori 
particolari : tra quesro numero però infinito di movimenti se tra 
potrà sempre trovare uno che alla fine di un tempo qualunque 
determinato t abbia la stessa velocità che alla fine di quel Tèm- 
po trovasi nel movimento rappresentato dalla soluzione partico- 
lare . Quel movimento si ha facendo a = "¥t essendo t quel 
tempo determinato/ 

Queste riflessioni si estendono al caso d'i un corpo che mo- 
vendosi in qualunque maniera nello spazio , ha tre moti secon- 
do la direzione dei tre assi ortogonali . 

Se i movimenti fossero' dati per mezzo di equazioni tra 
le forze acceleratoci le velocità , gli spazj ed il tempo , al- 
lora avrebbero luogo le considerazioni sopra le soluzioni par- 
ticolari dell 1 equazioni del secondo ordine • 

§. 984. Venendo a parlare delle soluzioni particolari nel- 
le equazioni ai differenziali parziali y noi osserveremo che se si 

ha un 9 equazione del primo ordine 

f ... 

^ { x » y y (^) » ( p) » *} = o, il sno integrale completo ($, 1 19) 

dee contenere due costanti arbitrarie. Sìa F(a?>y,s,<r,5) = o 

quest integrale f e queir equazione risulterà dall' eliminazione 
di a , b per mezzo dell' equazione f === o , e delle due diffe- 
renziali parziali di essa rapporto ad x > e ad y + 

La soluzione poi particolare ( $123 ) ci è data dall' eli- 
minazione dello medesime costanti per mezzo di queste tre e* 
qua z ioni 

/-o,(£)-o, (£)-*. 

Per esempio Y integrale completo dell' equazione 
* - yi%) •+ «(£) '-* hV { 1 -*• (£)* ■+ (gy > , essendo 



46 
a = me H- by ~f. h \f ( i h- a 

ffio la soluzione particolare . 

equazioni 
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& 1 )* «ecco come àe troverei 



Dalle 



(a) 



a? 



V ( i -♦• ** -f *» ) 

H 

V ( I H- V -»■ *» ) 



o, ricaveremo 



<z 



.— « 



v (*»-*•->•) 



V(A*~<»-»'ì 1 * sospendo questi valori aell* integralo 

completo , otterremo « = y/ ( A' — .«* — y ) , che sarà Ja ri- 
cercata «orazione particolare . 

Se non fosse dato l' integrale completo , vediamo come iot? 
. — r ' sja, «ne. potrebbe la soluzione particolare . Noi seguiamo 
un ragionamento simile a. quello fatto per je equazioni differen- 
ziali eempiici . 

pia r (« > , y , z , a • , b) «=» o un integrale completo ; 1* «• 
:»ne a differenziali parziali coi appartiene , sarà il risulta- 
, ' * azione- di a,b tra queste tre equazioni 

(0 lP(a?,^,a r <z,6) = p, 



quazione a < 
to dell' - 1: -- 



(3) ••• 



* .•. 



dF 



•tfe \ / 4F 






o. 



Siano a=5^{*>^»«,(^),(g)} = p 

i due valori di a * b , <ed avremo 

(4) F(* >y i « > p , T) = o per «quell'equazione ai dif- 
ferenziali parziali « Così l' equazione ( i ) sarà 1* integrale com- 
pleto dell'equazione (4). 
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Prendiamo le- due differenziali parziali delT eqaaxioae ( 4 V 
e si avrà. 

« 
/ 

<(F\ . tds\fd*\ t (dp\ { d*\ _. id*\ ti* 



queste si riducono semplicemente 1 alle seguenti 

tsv («)(«) *(g:)(«->-o, 

gwgebè gli altri termini si annullano mercè fe equazioni ( i ) ( 3 ) . 

Air ultima equazioni si soddisfa facendo» p % =z a r Y = 6; 
così canto il ; sistema delle* due equazioni Q = a> ¥ = b r quan- 
to* T equazione F(a?,^,2, p, Y) = o soddisfa alte due equa* 
zioni ( 5 ) r ( 6 ) > le quali sonc* differenziali parziali del secon- 
do* ordine-. 

Se dunque eliminiamo^ per metto delle' tre' equazioni p = a r 

¥ — à, F(.0r,jr> £>?»▼}« o le tpiantieà (&•) r (£),,avrcmo' 

t * 

tra-' equazione tra or, jr , 2 , a , & che sarà l'integrale complèto* 
della F ( oc , y , z , p , Y ) = o ; il risultato di queir eliminazjo- 
ue è la* 9tess^ equazione F(*,jf ^2 , a, &) = a d^ondè sia- 
mo partiti- 
si soddisfarà alle equazioni ( 5 M 6 ) acche facendo ( ^ ) = o> 

(^) = o, e 1 si avranno irr questa guisa dqe equazioni iti x t 

y r z >■ ( y) > ( t ) V $ sistema delle qua^i .soddisfarà anche alle due 

(5 )r(6) N > egualmente- cbe vi soddisfa V equazione F(* , y , z , 
0", ▼ ) =e o:: avremo- dunque una nuora relazione tnr x t y , z 
( la quale- soddisfarà; all' equazione a differenziali parziali: del 

primo ordine: F(,<* , y »z -, p >▼:) == ©); eliminando ( jj£) ,( ^) tra 
«preste tre equazioni F ( x,y tZ r p r v) = o , 



< 
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<'S>-«.(3>-<». 

Questa eliminazione dà la stesso risaltato clic ? elimina- 
zione di a € b dalle tre eqnaziooi 

T?(x ,y ,z,a,b) ?= o, 

{^) := o, (^) = p: dnnqne «sso b la soluzione particolare , 

§• 285. Sia ora proposta tra' equazione differenziale qualun- 
que del primo ordine 

f {*->>>*>(?)> C J )'}• s* 2 o : quest* equazione risulta dall' e- 

limiaazione delle due costanti a , 6 per mezzo dell' integrale 
completo F(x,^,z,a,^) = o, e delle sue differenziali parziali 

(g)H.(S)(g) = o ( 

(^?) •"** ( J) (?) !== ° : ora ^ risaltato di quest' eliminazione 
essendo F(a?,j',j&,p» , f r ) == ©> le due equazioni 

F(a?>.y,3*P> Y ) = o, saranno identiclie > o differiranno per 
qualche fattor comune che si ritrovi in una di esse.* Sia dun- 
que M questo fattore, ed abbiasi 

MF<*,;y,z,©,T)«^ sarà 

Prendiamo le dne differenziali parziali, di quest' ultima e- 
quazione , ed avremo 
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(?) <2> -*■ <?> <5> " a <5 J - ^ <£ } le *■* somn,a,e 

ci daranno un* -equazione ai differenziali totali 

dp . ( € ) -f- t£r . ( J?) = ì . ti/ — -£ .tZM, dalla quale si ricava 

4f=sM(^)^H-M(g)dYH-^i«ne è la forma gene- 
rale della totale differenziale dì 

/{^.s.cf; ),(f>}- 

Di qui si ricava che data un' equazione del primo ardine 

/ {, x > y > z » ( ? ) » ( — ) y = ° » potremo soddisfare alla dì lei dif- 

ferenziale totale indipendentemente dai valori di ( — , ) -, \ -^— ) , 

(77) P cr mezzo delle due -equazioni (j?) = o, (— ) *= « i 

combinate -con la proposta f*= o . 

Ora prendendo la differenziale totale di 

/{^^2,(fp,(|)}==o,sìha(pongop,5perCg),(g)) 
{(£)-*• (*)(*)H.(£)($)H.(^)(*)>* 

dunque paragonando questa differenziale con la forma genera- 
le sopra trovata > si avrà quest'equazione 

{(£) •*■ (g)(l)> * H- <( J) H- ($*) (£)} «fy -*• (|)X 

che sarà identica . 
Tom. IV. 
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Ora si riduce nullo il secondo membro idipendentemente 
dalle differenziali parziali del secondo ordine , col fare ( ^ ) = o , 

(j^) = o,/=o; si riduce anche nullo il primo indipenden- 
temente dagli stessi differenziali) col fare 

(f) -Mg) (£) = <• 

(J- ) = o > (^) = o ; dunque quelle tre equazioni si tireran- 
no dietro queste quattro. Ma si aveva una soluzione particola- 
re eliminando (^)>(^) per mezzo di f=z o, (^) = o, 
( — ) s= o ; dunque si avrà egualmente una soluzione partico- 
lare eliminando ( £ ) , ( j ) per mezzo di quelle ultime quattro 

equazioni e della proposta f = o - 

Essendo cinque le equazioni e due le quantità da elimi- 
narsi > si avranno tre equazioni senza di tali quantità ; e se que- 
ste si ridurranno ad^ una sola , o avranno un fattore comune , 
daranno allora la cercata soluzione particolare. 

Ecco dunque a cosa si riduce questa regola » Data un'e- 
„ qiiazione a differenze parziali del primo ordine /= o^ se 
„ ne prenda la sua differenziale totale , e fatti sparire i deno- 
„ minatori > avendo essa la forma 

, v Md(g)H- Nd(g)H-Pc?o?H-Q^ = o, si faccia M = o, 
„N = o, P = o > Q = o, quindi eliminando da esse com- 

5> binate con la proposta f=so> le quantità (^)>(x)> s * 

, 9 osservi se i tre risultati che si ottengono, si riducono ad u- 
9 > na sola equazione in a? , y , z ; quando ciò succeda > sarà quel- 
>, la relazione la soluzione particolare ; non vi sarà poi solu- 
99 zione 9 se quelle equazioni non si riducono ad una sola 99 • 
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Per esempio , differenziando l' eqnazìone 

($)'(gMa>'(a ) 



dte\ , _j/*s 



jtf(g)M.w(S)H-ft ;> -;„., % t =o, «quindi 



mancheranno dunque i due coefficienti P e Q v ed avremo sol 
tanto queste due equazioni 

M - yV {l H- (%)" ■+ (£)'} H- Mg) = O 

>-w{i+(i)'H.(ìir} + i(ì)-o, 



le quali danno primieramente 

•(*)-*(»). 'poi 

V 4"' v(A»-*»->») 

(È) 



valori nella proposta > ed avremo la soluzione particolare 
2 = =t \/ ( /t a — a?* — y* ) ricercata . 

Si vede come potrebbero estendersi alle equazioni di un 
maggior numero di variabili , ed a quelle degli ordiui superio- 
ri le cose che in questi due ultimi §§ abbiamo dette per il primo 
ordine , e per tre variabili . 

Osserviamo che ali* equazioui a differenziali parziali sod- 
disfanno tre sorte di relazioni : alcune contengono delle costan- 
ti arbitrarie : altre delle funzioni arbitrarie ; ed altre infine non 
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contengono alcuna, cosa, d' arbitrario : né queste equazioni pon- 
sò dedarsi V una dall' altra col dar dei valori particolari , ma 
costanti a quelle- stesse- costanti arbitrarie. 

Vedremo altrove ì rapporti Geometrici che banna le cur- 
ve rappresentate da queste relazioni - 

§ 286; Analogo al Problema risoluto al § 280: è- quello 
conosciuto» sotto il nome di Problema delle trajettorìe*. 

Ecco, in che consiste questo* problèma : supponiamo, che si 
abbia uà 9 equazione tra x : , y * ed uà parametro, costante a. Rap- 
presenti questa la curva AR. Dando ad a infiniti valori si a- 
* j & avranno» infinite- curve come AB',AB'' ec. r della Stessa oatu- 
ra >. tra le quali avrà luogo»- la medesima relazione di variabili:* 
la differenza sola consisterà nel parametro ,. il quale avrà diver- 
se grandezze .. 

Data; ora. una: famiglia di queste- curve y si vuole trovare lai 
curva EMFY che le seghi tutte sotto un angolo, dato- B'MT.. 
La curva EMF chiamasi traiettoria-.. 

La traiettoria EP ha sempre uà punto» comune* con una 
delle curve tagliate. In. ogni suo-» punto dunque le coordinate 
haa tra loro* la stessa; relazione che hanno* quelle- della taglia- 
ta corrispondente. L'espressioni che in due qualunque/ punti del- 
la curva EF rappresentano> queste relazioni*, non differiranno dun- 
que- tra loro che nella grandezza del' parametro y avendovi esso 
* ia ciascuna quel valore che appartiene alla curva corrisponden- 
te a quel punto. 

Se- dunque F(a; , y > a y = o> rappresenta l'equazione* del- 
le tagliate >. vale a dire la relazióne delle coordinate in; ciascun; 
punto di una tagliata ,, lai stessa F(xiy , a):= o rappresenterà 
T equazione della traiettoria» o la relazione in ciascun- di lei: 
punto y purché la quantità a si consideri costante -nel primo ca- 
so » e variabile nel secondo.. 

Determiniamola variabilità di or in maniera che siano soddi- 
sfatte le condizioni di quel' segamento, ed il problema sarà risoluto. 

Se noi ; supponiamo, condòtte nel punto* M due* tangenti r 
una alla curva segata» ed: un* altra alla segante » T angolo- che- 
fauno tra loro queste tangenti , sarà quello* che fanno tra loro le* 

curve . Rappresenti (jjj), la tangente di queir angolo, che là tan.- 
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gente della tagliata nel punto M fa con Tasse delle ascisse : ~ 
sia (^y la. tangente di queir angolo», che la tangente della tra- 
iettoria B'MF nello* stesso» punta fa? col medesimo' asse . 

K angola B'MF sotto cui si segano le curve , sarà dunque 
la differenza di questi due angoli i la sua tangente sarà dunque 
eguale all' espressione 

(£r-(g> 

E siccome' questa tangente débbe essere costante > perciò in- 
dicata per m y avremo 1' equazione 

CE) (£)'-, (■&) « m-+ m (£)' ( *), dalla quale di. 



dx' *dx' x d*> x d# 

penderà la soluzione del problema . 

Il valore di (Q) si ricaverà dalla differenziale di F(#, 

y y a)= o nella supposizione di a costante: sarà questa allora 
una funzione di x >y y a che sostituiremo nell' equazione - 

II valore di ( & y si ricaverà dalla; stessa: equazione F ( x r 

y y a } = o nella supposizione di a variabile r e sostituitoli» nell'e- 
quazione* del problema > si avrà allora un* equazione in x r y > a 
e la differenziale di a . Da quest* ultima equazione eliminere- 
mo $ per mezzo- della F(a? > y , a) = o , ed otterremo» in fine 
un 9 equazione differenziale in x ed a r dalF integrazione della, 
q^uale si caverà il: valore di a dato per x\ 

§ 287 Gli esempj schiariranno* questa teorìa . Siano» le ta- 
gliate tante linee- rette >• rappresentate dalL' equazione y == ax : 

avremo allora (^ y = a r (~ V = a -*> (- )*: fatte queste so- 

•H^r* VtlV' Umi^r 

stituzioni: nell* equazione ( E )' ,. essa diverrà- 



dx.' ' ' *<f* 

( jj) \* — wzaar} ss m •+ ma* > 
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I — a m f ds\ . iw 

da ut ad a ^^ mix 

IH-** IH-* 7 ' ~aT f 

^rc. *s/z#a — roZ V( i -H a 1 ) h- »2Zc = wZa; , e rappresenta 
una costante arbitraria. 

Per mezzo di qnest 9 ultima equazione e della y « «* , e . 
limineremo a , ed avremo 

w* r- 2 — = «are. tang2-> ovvero 

* ^ = 5T" 2 " ; ^ uest ' è r esazione della traiettoria : 

rappresenta essa una Spirale Logaritmica . Se la traiettoria do- 
vessc segare ad angolo retto quelle linee , allora la tangente m 
sarebbe infinita , quindi l ^_±>L> = , d ' onde d de(]nce 

V ( x* -t- y ) = e : equazione al circolo . 

Per un altro esempio , supponiamo che 1' equazione delle 
tagliate sia quella del circolo / = 2 ax — x> , ed avremo 



K Tx> y> 



Sostituendo questi valori nell'equazione (E) ed eliminan- 
done y , avremo tra * ed a la seguente equazione differenziale 
rca'ifc; h- {m(a - *)*-, ^ (aaaf _ ^y xda ^ y che è 
omogenea tra a? ed a. 

Facendo m = all' infinito 1» equazione diverrà 
a*dx -+(a — x ) x da=:o, di cui l' integrale completo è 



4X 2a* 
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= C costante, ovvero 



1 1 1 



ax %a* 2C 

<lx = C* ( zax — a? 1 ) . Ma y % = iax — of ; dunque 

Poniamo questa valore di a nelT equazione delle tagliate , 
ed avremo x 1 =? 2cy — y* : così anche la traiettoria è un cir- 
colo . 

Noir mi esrendo di più sopra il problèma dèlie traiettorie *ì 
quei che ne bramano' maggior cognizione vedano il Gap. IIL 
della Sez. I Parte IL del Calcolo Integrale del Sig. Bossut . 

§. 288* Veniamo a parlare di un altro' genere d* integrali . 
Opinarono per lungo tempo i Geometri che Y equazioni diffe- 
renziali a pi» variabili , nelle quali noa sono- adempiute le con- 
dizioni o cruer j d r integrabilità , e che per questo chiamansi 
assurde > non esprimessero alcuna cosa di reale , e rilegar si do- 
vessero nella classe degl' immaginar) . 

Il Marchese di Con do re et fu il primo ( a ) a spiegarne il 



, 9 . ( a } Dall' assurdità di un' equazione ( Essai s d 9 Analyse par M. le 
.Marquis de Condorcet , Preface pag. XX a Paris , de flmprimcrie de Didot 
„ an. 1768 ) differenziale > non abbiamo alcun dritto di concludere f im- 
» possibilità del. problema che vi corrisponde , poiché in generale ciò so- 
li lo significa ohe il problema è indeterminato , e che bisogna avere ancora 
n una nuova equazione per risolverlo „ . 

E più chiaramente ( le Marquis de Condorcet a M. d'Alembert sur le Si- 
steme du Monde et sur le Calcul Integrai -, a Paris, de l' Imprimerle de Didot 
„ an. 1768 )• L'Equazioni Differenziali che ai chiamano assurde , non hanno 
„ un integrale, ma il problema ove s'incontrano ò egli necessariamente ina- 
„ possibile ? Io prendo in principio un' equazione assurda del. primo ordì- 
j, ne tra tre variabili : E s cKba.ro che alcuna superficie curva non soddisfa 
„ al problema , e che perciò in questo senso il problema non ha soluzione , 
„ ma si può considerare quest' equazione come rappresentante una curva a 
» doppia curvatura , di cui unt proiezione è arbitraria ; in questo senso il 
» problema è possibile , ed anzi ha un* infinità di soluzioni . Bisogna cer- 
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vero significato , ma non so per qual cagione obliatosi quello 
che il detto Geometra ne scrisse , il Celebre Monge si appli- 
cò in seguito «ad una tale ricerca, e nel 1784 fece <li pubbli- 
co dritto quanto a questo riguardo aveva scoperto . 

Quando una data «equazione Pdx -H- Qdy n- Edz = o 
non è y né per la moltiplicazione di un fattore può -divenire una 
differenziale totale, allora non esiste in natura una relazione tra 
le variabili jx <> y * z espressa da una sola equazione V = o 
che ne possa rappresentare l'integrale* e quindi non possiamo 
considerare una variabile, per «esempio z, «come funzione delle 
altre due : «eco tutto ciò che abbiamo riritto .di concludere dal* 
la non esistenza dei <criterj d' integrabilità . 

Consideriamo pertanto due di quelle variabili , per esempio 

z >y come funzioni di una terza x , «d allora scrivendo (j^)dx 7 
{^)dx invece di dy e ili dz > la proposta diverrà 

p + Q(j5) + »(S)-<»- 

Ora secondo ciò ohe .abbiamo detto al §. 106, per mezzo 
di questa sola equazione non ponno determinarsi i due valori 
di y e di z> g bisogna prendere arbitrariamente un' altra -equa- 
zione qualunque sia differenziale finita tra x^y^z^ della qua- 
le supponendo Y esistenza insieme con la proposta , resteran- 
no allora determinate le due variabili £ , y . 

Sia dunque J?(x ,y* z) =0 l'equazione arbitraria da noi 
prescelta : avremo allora per la determinazione delle relazioni 
tra x >y > z queste due «equazioni 

-<-Q(?,)-f R(£)-o 

V(x,y>z) = o. 

Dalla seconda ricaveremo il valore di una delle due va- 
riabili y , z dato per le altre > e trovando per «esempio z = 



M care selle tue condizioni il mezzo di determinare la proiezione arbitra- 
9 , ria , ed allora il luogo del problema sarà un cilindro , di cui questa cor 
ti va a doppia curvatura sarà la base „ • 
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*(*»,?) sostituiremo nella prima questo valore di z > ed il 
valore di (^)i la proposta prenderà allora la forma 

S4.T (&) = o» ovvero 

S<£« «4- Tdy = o . Sìa l' integrale di questa jf (jc >,y ) = o ed 
avremo il sistema delle .due equazioni simultanee 
F ( x <>y > z ) = o , f( x ,y } = x> , il quale rappresenterà 1* in- 
tegrale dell' equazione .differenziale 

Vdx H- "Q^ -*• T&dz = « > in quanto che Y esistenza di quest* ul- 
tima equazione , ed il rappresentare essa qualche cosa di reale > 
dipende dall' esistenza simultanea di quelle due equazioni . 
Siccome poi la contemporanea sussistenza ( App. 1S°. XII ) 

delle equazioni P(a?j,z)t=o v /ia; 1 jf) = o esprime una 
curva a doppia curvatura , per questo noi diremo che un' equa- 
zione differenziale Vdx -+. Qdy -+. Hdz = o per la quale non 

sono soddisfatti i criter; d' integrabilità , rappresenta analiticamen- 
te una «curva a doppia curvatura ; anzi una data equazione dif- 
ferenziale può rappresentare -una influita di curve a doppia cur- 
vatura -, giacché ima di 'quelle -equazioni che ne compone l' in- 
tegrale , è pienamente arbitraria . 

§. 289. Ma limitiamo in qualche modo la generalità di que- 
ste riflessioni . 

Sia z — jf(tt), funzione arbitraria di x^ l'equazione arbi- 
traria che assumiamo per 1' integrazione di Vdx h- Qdy H* 
'Rdz = o. Sostituendo in quest'equazione J*( x) >df( a?) in- 
vece di z e di dz<j avremo un'altra equazione Sdx—i*Tdy = o 



tra due variabili x e y , la quale conterrà una funzione arbi- 
traria, ed il di lei integrale insieme con l'equazione 2 = f(x) 
formerà quel sistema di due equazioni , che è 1' integrale del- 
la proposta , 

Tom. IV. H 
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Per esempio > sia 1' equazione 
z*dx «4- axdz H- .ycJy =j= o > la quale non soddisfa ai criterj tP in- 
tegrabilità, e per conseguenza non può sussistere se arbitraria- 
meato non supponiamo un' equazione che abbia luogo insieme 
eoa lei. 

Sia tale equazione s = jf(«) e la proposta ( scrivendo 
f'oo per j£ ) diverrà. 

(/" (*))*^* H- ax f( x ) ' dx -t-ydy = a, ovvero 
\{f{ x )Y *+ ax f ( x )} dx -\* ydy =s o, il cui integrale è 
?- h- ff(f( x )¥ H* ax f{ x )\ dx = o: Y integrale pertanto 
della proposta equazione sarà il sistema, delle due equazioni. 






La funzione arbitraria > la quale trovasi sotto il segno in- 
tegrale , reca ordinariamente imbarazzo per l' effettiva integrazio- 
ne , come succede in questo casa . 

Ogni difficoltà per altro svanisce determinando quella funz- 
ione > ma T integrale allora è un integrale particolare . 



zione w 



Così facendo f{x) — mx * Sl avrebbe 




z — - mx = o 



m'x 



*«.** m ¥ * iUtfam* 



.+. «selz: .^c 



2» -+ I 

per esprimere qtiest' integrale particolare . Altre supposizioni nel- 
la funzione ci darebbero altri integrali particolari . Per vedere 
come si ritorni da quest' integrale alla proposta > differenziamo le 
due equazioni > ed avremo 



dt-mnx'-d* 



ydy -+• ( kV" -+■ amnx" ) dx = o . 



• • t 
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Invece di mnx dx poniamo nella seconda dz > e ci verrà 



ydy •+• mWdx «4- axdz = o : in quest* pltima poniamo a* per 
m*x 7M coms ci dà V equazione z — mx* 5= p , ed otterremo in fine 
ydy .-&• z*dx «-+■ axdz = o . 

Facciamo « = j , ed avremo questo sistema 

z — jnx = o 



{ 



Zy* •-+• aflz'a?* -rh gamx* h- C 



che rappresenterà 1' integrale della proposta : esso esprime nna 
•curva a doppia curvatura formata dall' intersezione di un pia- 
no e di una superficie cilindrica : quello è normale al piano 
degli z > x , passa per 1' origine , e lo sega nella .linea espres- 
sa da z — mx = o : questa ha la base nel piano degli y , x 
determinata dalla curva espressa -dall' equazione 

3y % H- 2*«V h- %amx* h- C = e . V asse della detta super- 
ficie .è parallelo air asse delle z .. 

. §. 200. E si pnò anche ottenere 1' integrale espresso dal 
sistema di due equazioni, nelle quali la funzione arbitraria non 
si trovi sotto il segno d' integrazione , ma sotto quello della dif- 
ferenziazione . Ecco come otterremo tutto questo . 

Sia al solito 1' .equazione Pdx h- Qdy -+ Rete ss o , per 
la quale non siano soddisfatti i criterj d' integrabilità . Sappo- 
niamo che ad essa si aggiunga e si levi la quantità Sdx , e la 
proposta si ridurrà .alla seguente 

— Sdx -t- Pdx -f Sdx -+ Qdy -f. "Rdz = o- 

Scelgasi per S una tal funzione che renda integrabile V «- 
quazione Sdx -*• <}dy -f. Rdz = o , e sia quest' integrale 
* (x*y 9%) = o, e la nostra equazione diverrà 
( P — S ) dx H- dF = o: se ora noi poniamo P — S = (*L { ^) 

v dx ' 

indicando per f(x) nna funzione arHtraria , avremo questo si- 
stema di due equazioni 
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che soddisfa alla, proposta . 

Cosi alla proposta del § : antecedente z? d& Ht axdz,~hydy = o 
aggiungendo, e levando, azdx » si ha 

( z % — az ) dx -+ axdz -+• asckt -i?ydy ss o „ a quindi U si- 
stema di queste dne equazioni 

** — az — ^*) 



a , - < • » 

soddisfarà ad essa .. 

Cosi r equazione <fe = afydat Hr a#M> », diviene 

dz, = afycte -*^' <** — £ <** -*. a?/cfy „ 

dz =. d (— ) Hr ( yx % ' — ^ ) da?. » e perciò, lf integrale compie^ 

to sarà questa sistema d' equazioni 

Possiamo, anche in altra guisa avere T" integrale- compie*, 
tato con la funzione arbitraria sotta i segni differenziali:.. 

Riprendiamo T equazione 
Vdx -h Qdy H- Vidz. = a . Supponendo, unai delle tre variabir 
li , per esempio, z costante * cioè dz=s o„ integriamo. T equa- 
zione Vdx -f. Qdy = o . Sia questo, integrale F( a >y yz) -K 
Gso, e T arbitraria G sarà una funzione arbitraria della va- 
riabile che si è supposta costante r cioè della». L' integrale dun- 
que di Vdx -f- Qdy = o , sarà F ( x , y >z ) -h f{&} =» ° - 
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Acciò questo sia 1' integrale dell' equazione proposta bi- 
sognerà che il di lei differenziale » facendo tatto variare* sia — 

Vdx «+• Qdy «-** "Rdz .* avremo dunque- 

Vdx + Qdy + (fj dz h- (g) dz = Vdx. + Qdy + Rdz> quindi 



Se quest' ultima equazione ci darà per jf un - valore che 
sia funzione della sola z , come supporremo > allora avremo 
r integrale della proposta r espresso* da: una sola: equazione 

F(*-,jf ,z) m ^f( z ) = o:. se poi queir ultima equazione con- 
terrà, una: relazione tra: la z e le altre variabili r allora essa 
sussistendo* assieme eoa P (ac ijj r z). -+■ jf (&) = o> comporrà 



un sistema di due- equazioni R = (f)+(^) r F(«,jf,z) 



jT(z) * = o contenente- la funzione* arbitraria ;f(2)* il quale 
sarà, r integrale completo del lai proposta: medesima. 

Questo* metodo d' integrazione- è quello- dai noi spiegato » 
parlando, dell' integrazione delle eq nazioni a più: variabili . 

L?' equazione- z % dx h- cixdz h~ ydy = o integriamola in 

questa guisa : facendo dz = o * si ha z % doa -+ ydy = o , e 

quindi le due: 

&V«h~ — *+f(z) ~ o> 2a?2 H* (^) s=? <wr ne comporranno 

r integrare- completo . 

Nella supposizione^ di una variabile- per costante-, dovrà V À- 
nalista?' aver riguardo a< scegliere- quella che; conduce ad un* e- 
quazione a due- variabili più facile- ad integrarsi . 

Aggiungiamo* poi che in. molte- altre^ maniere si può giun- 
gere a trovare* due- equazioni che sussistendo* nel tempo stesso, 
conducano? ad una; equazione- differenziale > per la quale non so- 
no» soddisfatti i criterj; d'integrabilità:: non ce ne occupiamo per 
essere queste di poca importanza dopo quanto si è detto qui sopra. 

Una interessante osservazione dovuta al G. Paoli è la se- 
guente : 
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Taluna volta le equazioni le quali formano V integrale del- 
la proposta sono tali , che dato un certo valore alla funzione 
arbitraria , si riducono ad una sola : in questo caso si ha pa 
integrale della proposta espresso d? una sola equazione. 

Data T equazione 

( y — z)dz ~f ccdy -+ (z — - y ) dx « o, si trova questo si* 
stema 

*-.?=*.-(f> 

per rappresentarne l f integrale completo . 

Le due equazioni però di esso si riducono ad una sola fa* 
cendo F (y ) = y , e danno z = x -+■ y che soddisfa alla pro- 
posta : così questa equazione , per quanto non possa avere un in- 
tegrale completo espresso da una sola equazione > perchè non vi 
sono soddisfatti i criterj d' integrabilità , pure rimane verifica- 
ta da un* equazione priva di costante arbitraria , che può con- 
siderarsi come una di lei soluzione particolare . 

In questa guisa è spiegata V origine di quelle relazioni * 
le quali talune volte soddisfanno alle equazioni da loro stesse 
non integrabili, e che vengono date dai criterj d' integrabili- 
tà . Ciò ha luogo quando una idonea determinazione della fun- 
zione arbitraria riduce ad una sola le due equazioni dell' inte- 
grale completo. 

§. 291. Se T equazione fosse tra quattro variabili 

Vdx -+■ Qdy -+• Rdz H- Sdt = o , e non fossero soddisfatti 

i criterj à 9 integrabilità , non può sussistere una sola equazione 
che ne sia Y integrale : non possono dunque tre di quelle va- 
riabili essere indipendenti tra loro ; e considerata Y equazione 
rapporto alla Meccanica , rappresentando per t il tempo , non 
può esistere in natura un movimento tale che le sue velocità 

(-)>(§) *(j t ) relativamente a tre assi ortogonali, moltiplica- 
te respettivamente per P , Q , R e sommate , eguaglino la quan- 
tità — S . 

Per avere il sistema dell* equazioni che ne forma Y inte- 



CALCOLO INTEGRALE GAP. XII. 63 

graie sapponendo dz = o » d t = o > integriamo 1' equazione 

Pd* -j- Qdy = o, ed avremo F(a?,jr,z,i?) -*. P(z>£) = o; 

differenziando quest' equazione e paragonandola con la propo- 
sta , si avrà 

Vdx -* Qdy h- (£)dz -t- (%) dt -+ {%)dz -+ (f ) dt = 
Vdx -t- Qcfj; -h Refe -*• Scfe , e quindi 

(4?) -|. {*£) se3 S» così il sistema di queste tre eqnazioni 
F(«,jr,*,f) -f- ^(a7,j>) = o, 

forma T integrale completo della proposta • 

Se tra queste tre equazioni si eliminassero le variabili *,/, 
otterremmo un 1 equazione a differenze parziali del primo ordì- 

ne in <p , (^) , ( J) , 3 , £, T integrale della quale, combinato 

con una delle qui sopra trovate equazioni > comporrà allora il 
sistema integrale della proposta. 

In questo caso due sole equazioni ne formeranno T inte- 
grale completo 9 ma la funzione arbitraria sarà più limitata . Si 
vede come dovremmo dirigerci per le equazioni ad un maggior 
numero di variabili . 

§ 292. 1/ equazioni dei gradi superiori si trattano egual- 
mente che quelle del primo grado : per esempio , Y equazione 

dz 1 = doc % •+► dy % , la quale per mezzo della risoluzione non 
può ridursi alla forma dz = pdx h* qdy > non ha un integra- 
le espresso da una sola equazione . Per avere il sistema che ne 
può rappresentare 1' integrale , si prenda un* altra equazione ar- 
bitraria tra quelle variabili, per esempio r la semplice z = F(«): 
avremo allora fatta la debita sostituzione nella proposta 
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l 

( — j* dx 1 = dx* *+- dy , -quindi 
<?y = V{(£r— i}*d*,«d 

sarà il sistema di dnc equazioni, che rappresenta l' integrale com- 
pleto della proposta . 

Avremmo anche potuto integrare la proposta nella suppo- 
sizione che nna ideile variabili fosse costante , e quindi nullo 
il di lei diffeuenziale; allora avremmo completato il differen- 
ziale con una funzione arbitraria di quella stessa variabile > e 
differenziando in seguito questa equazione integrale , facendo tut- 
to variare « paragonandone il risultato <con la proposta , avrem- 
mo trovata 1' altra equazione integrale . 

Piacerai qui riportare l'elegantissima •soluzione ' che della 
medesima equazione dz % = dx* -+. dy % ci ha dato La -Grange. 

Se per y rappresentiamo qualunque angolo arbitrario e mol- 
tiplichiamo il secondo jnembro jdella proposta per 



sen w* -+> cos w* = i , avremo 



dz* = ( dx* •+ dy* ) ( sen w* h- cos ^o* ) , ovvero 

dz* = (dy cos w — dx sen oo )* -+■ (dy sen «h- dx costo)*. 

Supponiamo dy sen w *-h dx cos <o = ©, ciò che si può fa- 
re per essere w indeterminato > ed allora ci verrà 

dz = dy costò — dx^enw: «Osi la proposta ai è «pezzata in 

qneste due 

dy sen to h- dx cos m s== © 

dz = dy cos w — dx sen w . 

Se noi riguardiamo in principio V angolo «a come costan- 
te , gì' integrali di queste due equazioni saranno 

y sen w -+• x cos w = b 
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z = y cos to — a? sen w H* « , a ,6 essendo dne costanti arbi- 
trarie , portateci dalle integrazioni . 

Questa due equazioni ci danno i valori di y e z in ve f 
die soddisfanno all'equazione proposta, qualunque d'altronde 
siano i valori delle tre costanti a , b > w , del che pua assicu- 
rarcene la -sostituzione . 

Ora è fedite a comprendersi che gli stessi valori soddisfa- 
ranno alla proposta » supponendo anche ohe le tre quantità a , b > u 
siano variabili, purché le differenziali delle x^y^z restino le 
stesse-, cioè a dire purché i termini introdotti dalla variabilità 
di <i , b , w si distruggano da se medesimi. 

Basterà dunque per questo , differenziare quelle due equa* 
zioni rapporto alle quantità a,6,oo, riguardando u^b come 
funzioni di co : avremo in questa guisa 

— y sen u — a? cos U4.(j)='0, 



y cos u> — » sen co = (??.) ; 

« siccome è già jf senv» -*• « cos w •== &? -si avrà dunque 
— £ -*• (^J) = o, ciò che dà (J?) = i&, e quindi 

Avremo dunque queste tre equazioni 
% = y cos co — ve sen u '~t> -a 
v se/2 w ~f- a; cos ua( — } 

y cos w — « se/z w = ( ?^) . 

Ora essendo a una funzione qualunque di w > indichiamo 

Ì**/(w), /'(«),/'» le tre quantità a, (£),(£); le 

tre equazioni precedenti ci daranno questi tre valori per x 9 y > s 
dati in d) 

7bm. IT. I 
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x ;e= cosw X/'(w) — $eawx/"( w ) 

j> ss 8eawX/'(«) H- co» «X/"(w> 

z =s f(ià) -{-/"( w ) > nei quali /( w )• è una funzione ax« 

bitrariat*. 

• 

Queste formale potrebbero servire a trovare delle corvè ret- 
tificabili' ; imperocché se & y y sono le coordinate rettangole di 
una. cqrva piana , e z Y arco, corrispondente ,. si è dimostrata 
( § 8 1 ) 9 che riguardando quelle tre variabili, come funzioni di 
un' altra, vqrialiile w> è sempre: 

« 

( *?)* = (£)* -+. (è)* ,. la. quale si riduce all'* equazione, quf 
sopra integrata- 
Se facciamo /( w )= »2W -(. ti ,/"( w J =s w, /"X w ) = o , 
dàlie formare precedenti ricaveremo-, 
ir = 77Z cos w , ^=3 rose/2 », »== stu:*^ » * e. questo è il ca* 

so> del circolo .. 

Prendendo per f\ w ) dèlie funzioni qualunque di aen w e 
costo, avremo quante curve algebraiche vorremo, di cui an» 
che là rettificazione sarà algebraica . Infatti i valori di quelle 
tre variabili saranno allóra altrettante funzioni- algebraiche di 
sento* cosa-, potremo quindi trovare i valori di sen. w , cos w 
espressi per funziona algebraiche di a? , y , ed in ultimo avre- 
mo, z dato in funzione algebraica delle coordinate x r y~ 

Per esempio, facendo /(w) = (scizw)*,.si ha x. .= a {sen w } r t 
y =2 a(cos w) J „ 2 a=a a ( cos w} 1 — «e« w* ; e perciò 

se* » = (-)', cww = (^)? - I* equazione della curva sa- 



rà allora 



(£)* *!.(£)* sai, e Tarco s = 2(f) f — (f) 3 
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Molto si esercitarono altra volta i Geometri in questo Pro- 
blema , come può vedersi nel Tomo V dei nuovi Commentari 
di Pietroburgo . 

Nulla diciamo per V equazioni degli ordini superiori , giac- 
ché per queste si seguono i medesimi metodi . 

Un* equazione fra tre variabili «i riduce ad essere tra due 
sole, quando si stabilisce una certa relazionò tra due di esse: 
per esempio , se quella è tra a? , y , z , facendo y = Fa? , la si 
riduce solamente tra a ed a?, ed allora il di lei integrale in- 
sieme con V equazione arbitraria y = J?_x .ci dà il sistema il 
quale rappresenta V integrale completo della proposta , 
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Ulteriori Applicazioni alta. Geometria % 

ed alla Meccanica .. 
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§* 293* A; bbiama nel Cap. VI. esposta la Teoria: dei eoa- 
/"V tatti delle curve con. tutta V' estensione che: 
potea desiderarsi j, pnre la. possiamo presentare- sotta un ponto 
di vista e. più generale e più. elegante. 

Rappresentiamo, al: solito. -'per •* :, y le coordinate di una qua- 
lunque curva piana * della quale in conseguenza V equazione- sia 
y =fxi siano p, q- quelle di un' altra curva data, la quale deb- 
ba paragonarsi con la prima. Sia F(p>o;,a>Ì»c ec.) = o Le- 
quaz-ione di questa seconda curva ,. a , b , e. ec- indicando, dei. pa- 
rametri costanti ed indeterminati. 

Affinchè le due curve abbiana uà punto» comune ,, è neces- 
saria che ad. una comune ascissa corrisponda una comune- ordi- 
nata . Converrà dunque che- presa x per quest' ascissa comune^ 
nel tempo, medesima abbiasi y —fa » 

F ( x. ,fx , a t b , e ec. ) = o , ; ovvero- 
F (a? , ,y , a , b , e ec. )= o .. 

In questa guisa s& x: sarà una ascissa data* per mezza di 
quest* ultima equazione; potrema determinare una di quelle: co- 
stanti * onde vi sia il punto* comune nel luogo* corrispondente 
all' ascissa suddetta . 

Indichiama per 

F ( * y y > a , b ec. )' «= o > 
F ( x , y , a f b ec. )" = o » 
F ( * j y y a , b ec. )'"= o , 
ce. 



\ 
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le differenziali prima * seconda * terza ec > della funzione 
F(# *y > a , fr ec. ) > divise per <fo r d#* , dx* ec. 

Ora dai princip; stabiliti risulta , che le due- curve hanno un 
contatto di primo ordine r quando la differenziale prima dell' or- 
dinata nel punto comune divisa, per dx y è la stessa r sia che si 
consideri appartenente all' una a air altra delle due curve me- 
desime : hanno un contatto di secondo' ordine y quando questa 
identità è nei differenziali del seconda ordine» e così di seguito. 

Dunque se neir equazione 
Ffxjyjdyb ec. ) = o vi sono soltanto* due costanti indeter- 
minate a yby e le determineremo per raeszo delle due equazioni 
F(« ,ji,a,6) = o r F(ar,jr>a,5)' = o >: la; curva data di 
cui T equazipne è F(p , q , a , 6) ~ o x avrà un punto .di con- 
tatto del prima ordine cou la. proposta > a sarà semplicemente 
tangente nel punto* ove p - « x . 

Se vi atratma tre costanti indeterminate tr , 5 * ? > e le de- 
termineremo' per mezzo di queste* tre- equazioni 

F( x > ji > a , b > e )" ' =r o >. la curva data <1aIT -equazione 
F(p, g> et, 6> e) =o avrà un; cootattót' jii -gooòndo ordine 
con la proposta jr = fx * o sarà di questa osci^atrice nel pan- 
ta corrispondente air ascissa p = x ; e cosi di seguito . 

Le costanti a >5 ,c ec. r le qnaE servono a determinare 
la qualità del contatto», ponna chiamarsi elementi del contatto. 

$. 294. Esaminanda p<r jftettifrio* ij ìponatto* Q&e può ave- 
re un circolo' con una curva * qualnn<jge r si vedrà cte e que- 
sta un contatta di seconda ordine z poiché; la t|i tei equazione 

Ìp~~*t$ *+ (o ~- h f =*#* , contieni* tre «pie sostanti , o 
tre soli «tementi del 4Jomatt*> »■ , . 

Questi poi sì determineranno con le equazioni 

C* — «r-Kj'—fir-c'^o, 
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i4(ji — b) (j£) H- ($•)* = o , di coi la seconda e la terr 

i 

za sono le differenziali prima e seconda divise per dx , dx* del- 
la prima. 

Da queste equazioni si ricava subito 

v_6=_'* ( * ) * 






tf 



(£) 






■dì 



«? =» { i H- {*)•} : (0) » egualmente che al J. 70. 

Anche la parabola» la cui -equazione è 
q = a h- £p H- cp* , contiene tre elementi del contatto » « 
quindi può avete un contatto di secondo ordine con una qua- 
lunque data curva.. Gli elementi del contatto sono allora dati 
da queste tre equazioni 

y _*_ a — bx — ex* = © > 

(Ìl) b CkXC =a O , 

m 

dx 



(£*) — . ac e=s o, e perciò 






(2) 



4» 



«<£> 



La parabola dunque che nel ponto corrispondente all' a- 
scissa p = a? , ha un contatto di secondo ordine > sarà 



1 
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j-,-»(2>-*£(£x 



dx 

(£) - v (0) 



ovverà 

Prendiamo fa paratola cubica 
^ sa a -+ 5» -fr ex ~{~ex r : questa contiene quattro etementi del 
contatto , e quindi è suscettibile di un contatto di terzo ordi- 
ne . Le equazioni 
y — a — hx — ex — ex* = o > 

(4L ) — b — xcx — jea?* =s o v 

(*!l ) — 6e= o , determinano questi elementi' e ci danno 

iel contatto dì terz* ordine , sarìt 



</# r • a *«**' 



i - (P — ) (*) •+ l*=sE (0) - ^ (0) . 

In generale la corra rappresentata dall' equazione 
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g = J y H- (p - »)(£) -*tt=£2(g) H- . . -* 

1 V" * )a ( j? ) » le cui coordinate sono p j 4 > avrà un con- 

tatto dell' ordine m con nn altra coeva qualunque y • — fx 
nel punto corrispondente all' ascissa p *= x : nessuna altra cur- 
va inconseguenza, che non abbia in quel punto un contatto del- 
lo stesso ordine , o di un ordine maggiore , potrà passare tra 
quelle due. 

§• 295. Esaminiamo ora cosa avverrà delle Teorìe sopra i 

contatti da noi esposte, quando {£)* {&) «e. , sono infinite , 

cioè quamjo lo sviluppo di j /(«~t- u) per 1« potenze intiere , 
positive e crescenti di « non può sussistere ( §. 40 ) . 

Sia a il valore particolare di x pel quale annullandosi un 
radicale d' esponente positivo , ha luogo questo inconveniente : 
dovremo allora sviluppare in una serie ordinata per le poten- 
ze , qualunque siansi , di <a la funzione /(«-).«). Facciamo 

per questo f(a -+ «) =fa h- <o e P , prendendo per w' la più 
alta potenza di w che dividerà .f[ a <-+. to) — fa , dopo aver 
fatte le óppportune riduzióni di mòdo che il quoziente P non 
diventi né nullo né infinito allorquando si fa w = ó . 

Egualmente se P non è sviluppabile per le potenze intiere 

positive e crescenti di u, facciamo P == A h-w'Q, essendo A 

il valore di P quando <o = o , e per avere to' cerchiamo la 
più alta potenza di w che di vide P — A , e che dà per Q 
un quoziente ohe boti diventa zero o infinito quando ta = o . 

Nella medesima maniera faremo' Q=sBh* w w R , B essendo il 
valore di Q quando «fesO) e troveremo a* ed R : faremo. 

R = Ch« w"S , e così .via discorrendo . 
Sarà per tanto 
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f(a H- w) = 


=fa H- B*' 


^^^ 


= fa -*• A<o *+• Qw 






= 





• I» -CC* 

= ec. 

«Questo .metodo ci darà quanti termini .-si cogliono della serie * 
e potremo anche .tener -conto .del resto , 

«Ora se y =fx è V «equazione -di .una .curva > la *juale ab- 
bia un punto xomune jcon quella .data dall' equazione q — Fp » 
nel luogo corrispondente «all' ascissa .a , sarà fa = .Fa ; le cine 
ordinate al di Jà di questo punto comune .corrispondenti .all' a- 

scissà a «-j- co, saranno /(04 w), F(aH* «)> ie la idi Joro «dif- 
ferenza D =jf(a--?Kf0) — F(it*+w)- 

Supponiamo che sviluppando in .serie Ja ibnzione F^<x ~-H u ) 
ordinata per le jpotenze di .w> si abbia 

F(a-f- co) t=.F(a) h- w r F 

js=s F( a) h- w r A' -+■ «* Q* 



J?(a)-4*.u A ~3h<u B H* » CT^ec 



=5 *ec. 

e sarà a causa xli F(a) ss jf(a) f 

D = Ai/ — A' W r h- Qw' ** — Q'w"** . 

Ora se i due secondi termini w*A, -w"A' degli «viluppi dì 
/(fl4«), P(a4.w) sono eguali tra di loro, dovrà aversi 
c = r, A = A', e, «e non sono eguali , potranno rendersi tali 
col 'soddisfare a quelle due condizioni . 

Tom. IV. K 



x 
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La prima di queste dipenderà dalla natura delle due fini- 
zioni , e la seconda A =s A' potrà essere adempita col mede** 
situo artifizio , col quale si adempie la condizione F ( a ) » f( a ) f 
cioè col determinare opportqpamente i parametri b ì e ec. > che 
entrano -in F ( x ) > avremo allora 

D = Qw — Q'i/ f e nessuna altra curva data dall' equa- 
zione y = f(x) avente lo stesso punto comune con le due cur- 
ve di cui si parla , non potrà continuare il suo tratto* tramezzo 
a queste > se i due primi termini dello sviluppo di p(a-i*i&) 
non siana uguali ai due primi di ciascuna degli altri sviluppi 
fatti qui sopra.. 

Infatti facendo $(a -*> w) = 0(a) -*• t/À" H- (/"^Q"", 
ed indicando per A la differenza f(a -*• w) — p(a •+ w ) » 
si ha a causa di p(a}.==./( v a): =• F(a) y 

Paragonata qaest' espressione di* A a qtjelfe di 

B = Qco — Q'oa , si vede ehe sarà sempre possibile pren- 
dere per G) una tale frazione che ( astraendo dai segni ) ren- 
da A > Ti 9 finché non si ha jttpe, A = A" come nelle 

due prime curve : dunque in ogni altro caso là terza curva con- 
_ tinuar non potrà il suo tratta framezzo a quelle enrve medesime - 

Spingendo pia innanzi lo sviluppo delle funzionila H*- w) r 
F(a -è- w) * si proverà nella stessa guisa > che se i tre primi 
termini dello sviluppo di esse sona i medesimi r nessuna altra 
curva passerà tra quelle due , se non abbia anco i tre primi 
termini dello sviluppo di p(x h- W) eguali ai termini simili 
^ iregli altri sviluppi , e così di seguito . 

Potremo, dunque chiamare Contatto di primo ordine > se- 
condo ec. , il ravvicinamento di due curve per le quali i due 
primi termini ', o i tre primi ec ^saranno i medesimi negli svi- 
luppi delle funzioni che rappresentano le ordinate al di la del 
punto comune ; qualunque d' altr' onde siano gli esponenti po- 
sitivi e sempre crescenti y i quali ha Y aumento w in questi 
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sviluppi medesimi . Il tatto è conforme a quanto abbiamo det- 
to ai §§. 76 , 77 » 78. 

Si osservi «he H ponto dì una curva corrispondente all' a- 
scissa a? = a , pel qnale non può farsi lo sviluppo di jf (a -+. w) 
per le potenze intiere crescenti e positive di w, è un punto 
singolare della -curva * perchè in esso * come negli altri punti 
singolari , ia laogo qualche circostanza particolare della curva » 
la quale non è negli altri punti della medesima . Infatti essen- 
do allora le quantità (!&),.(£?) ec. infinite , ci indicano V e- 

i istenza di un flesso contrario , o di uà regresso . Si veda il 

$. 87 ,88. 

§. aoó. .Sia y = fx Y equazione al solito di una curva pro- 
posta, e ponendovi — invece di a?, si svrlappi jf(i-) in serie 

ordinata per le potenze crescenti e positive di w se ciò possa 
aver luogo , e sia 

f ( X-) a=s Aw* -+ Bw' h* Cw' -j- ec. 



Si faccia la medesima cosa di un* altra curva y ss Fa? * 
che vuoisi paragonare alla prima , -e sia 

^(■j)a=Aw h-Bw -fGu H- ec. 



Se i primi te/mini dello sviluppo di F(— ) saranno i me* 
pesimi che quei dello sviluppo di f (— ) { ciò che avverrà se 

= A'* e = r , B =» B', e = / «e. ^ « proverà facilmente 

esser sempre possibile dare ad od un tal valore, che nessuna 
altra curva, rappresentata dall'equazione y = p(#)* potrà pas- 
sare tra le due prime nel punto corrispondente all' ascissa x = 

— , ed in quei corrispondenti ad ascisse maggiori, se non avrà 

i primi termini dello sviluppo di <p(-) eguali agli omologhi 
negli altri sviluppi . 

Concluderemo di qui che data la curva 
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ad essa, si accosterà continuamente la curva y » Ax , e tan- 
to» più quanta sarà maggiore F ascissa :. di moda che vi sarà un*a- 
scissa tale al di là della quale nessuna altra curva y =s= p(x\ 
potrà passare tra. quelle due* se sviluppata <p(x) in serie oi-- 



— e- 



dinata, per le potenza discendenti di. « * noa sia. Ax. il suo 
prima termine .. 

Egualmente la curva: dell'equazione #= Ax. -t* Ba? 

si avvicinerà continuamente alla curva: data y=sfx r e* tanto» 
più quanta più cresce x r di moda che vi sarà un! ascissa: al 
di là della quale nessuna, altra curva deir equazione- y =- p ( x )- 
potrà passare tra: di esse r se i pruni due- termini dello sviìup- 

pò. di p(x} non siana Ax ~hB» % e così di seguita* 



Queste curve si chiamano curve Asintotiche* 

'Ecco dunque in che consìste il metodo di trovare la cur- 
va: Asintotica di una: curva data. 

Sia F(ary^) =» o r ovverà jf =^jf3c r equazione di una 
curva . Si trovi il valore di y espresso per una serie discen- 
dente di x r e questa sia r per esempio* 

^A/ +/ H,BxH-G^i fc H. -5-j H- ec. 



Sarà allora y = Aa? •fBxn* C quella curva di : ge- 
nere parabolica che farà da asiatota alla proposta . 

Se prenderema altri termini r avremo anche le curve 



Ax H- Bar -f* U -H i * 

Aar r "*" -*- B# -h C -h ^ 



** ir 

* 

ec. 

le quali saranno altrettanti asintoti curvilinei della proposta me- 
desima . 
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Se si avessero poi altre serie per esprimere altri valori di 
y , si troverebbero anche altre curve asintotiche della curva 

data . 

§. 297. Avendo qui sopra parlato dello sviluppo delle fun- 
zioni in serie ordinate per potenze qualunque di x t sarà prez- 
zo d* opera il trattenersi a darne un altro metodo . 

Sia data un* equazione tra x > y liberata dalle frazioni e 
dai radicali complessi > e questa sia 



m n + , m r m r . „ m' t n tr 



(E) Ax y H- Aa? y H- A"x y H- ec?. = o * 

Le quantità À > A' , A" ec. y rappresentano dei coefficienti 
costanti ; m , n > m , ri ec. > sono esponenti intieri o fratti > po- 



sitivi o negativi . 



Supponiamo che si voglia il valore di y dato per mezzo 
di una serie ordinata per le potenze crescenti di x y 

* r fi y * . 

y =3 ax -+» ojc H* ex 4C* «+ ce» 



Parleremo poi delle serie a potenze decrescenti * 
Tutta la. difficoltà dunque consiste nel determinare i coef- 
ficienti a>b , e ec. * e gli esponenti m, ($ , y ec. ; sostituito per- 
tanto il valore di y nella proposta , converrà osservare quali 
siano quei termini pei quali una idonea determinazione di « 
rende i loro esponenti eguali e più piccoli di tutti gli altri . 
Allora eguagliando a zero la somma dei coefficienti di questi 
termini 9 si avrà un'equazione per la determinazione di a. Co- 
sì si dica degli altri. 

Ora osservando che le quantità * > , y ec. , vanno crescen- 
do > concluderemo che per la determinazione di a ed a > non 

potranno influire i termini bx , cx r ec. , i quali nelF equazio- 
ne daranno sempre dei termini che avranno un esponente mag- 
giore di quei corrispondenti dati da ax m : dunque potremo co- 

minciare dal sostituire nella proposta semplicemente y s= ax : 
avremo perciò 

&a x -$• A a x h- Ao x -* ce. =s o * 
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e cercare dovremo per * quel valore , il quale in dne o più 
termini rende gli esponenti eguali tra loro , e questi minori de- 
gli esponenti degli altri termini : per riqscire in questa indagi- 
ne consideriamo la serie degli esponenti 

m -+ n* » w h- #* ) m ■ h* n * > tìi h* ti * ec. » e vediamo 
di determinare a che abbia le condizioni dette qui sopra , 

E primieramente osservo che se n sarà eguale in due ter- 
mini, converrà ritenere soltanto quel termine in cui la m è mi*- 
nore ; per questo riguarderemo le quantità n tutte diseguali tra 
loro: supporremo di più che esse siano disposte per ordine di 

grandezza cioè n<iri < zi" < ri" ec. » considerando minori le 

quantità negative più grandi . 

Ciò premesso > facciamo il primo termine di quella serie 
ss p e rappresentiamo gli altri come segue 

pi p -+■ àk ! ) p -+■ à! > p -+• d 1 jp -+• d" ec. 9 fi sarà 
= «' — m *+ (ri — #) * sss (#' — . /j) {« — s 7~r} t 

<T « («"- *) {« - £=^> , ec, 
e sarà la nostra serie 

Le quantità numeriche *,~* ec. , che .sono date « «i rap- 
presentino per « ) e' , e" ec. , e la serie diverrà 

p> p -*• ( »' — »)(« — «)> p4(a"- »)(« -—«')» 
p -j. ( «" — 12 ) ( « — e" ) ec. 9 ove si vede che facendo « 

eguale alla maggiore delle quantità numeriche e , e' , e" ec. > che 
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sia per esempio e , si avrà il quarto termine eguale al primo y 
e questi due termini saranno i più piccoli di tutti gli altri del* 
la medesima serie. Se poi varie delle quantità numeriche e, 
é » e" ec , fossero eguali tra loro e nello stesso tempo maggio- 
ri di tutte le altre , allora si avrebbero più termini della serie 
eguali al primo > quando si facesse a eguale ad una di quelle 
maggiori quantità . In questa maniera troviamo sempre un va* 
Ioni di & che gode delle proprietà volute* 

Trovato questo valore di *, il paragone dei termini ove 
si trovano i medesimi esponenti , ci darà Y equazione , onde de- 
terminare il coefficiente a , ed avremo così il primo termine 

della serie ax rappresentante il valore di y. Per trovare Tal- 

tro bx noi faremo y = ax ~h y y essendo y = bx -*• 

cx r h* ed. j e sostituendo questo valore nella proposta , avremo 
una equazione tra x ed y della forma della proposta medesi- 
ma ; in questa nuova equazione porremo bx invece di y e de- 
termineremo come abbiamo fatto * , quindi avremo il coef- 
ficiente b\ e così sarà conosciuto anche il termine bx , come 

lo è stato ax . Troveremo il termine della serie nella stessa 
guisa che abbiamo trovati il primo ed il secondo > e così di 
seguito . E qui conviene avvertire che nella scelta del valore 
di ( e tra poco vedremo che ponno esser vene diversi ) deb- 
bono prendere quei cbe sono maggiori di « , giacché supposto 
abbiamo che la serie sia ascendente . 

§ 298. Il valore di * che abbiamo ritrovato non è il so- 
lo : altri ve ne sono che goder ponno delle medesime condi- 
zioni . 

Per ottenerli 9 io primieramente osservo che * non può es- 
ser maggiore della più grande delle quantità e , e , e" ec. , per- 
chè in tal caso il primo termine sarebbe minore di tutti gli al- 
tri , essendo fi — n , 72" — n ec. > a — e, a — e ec. tutte 

quantità positive . Supponendo dunque come nel §. anteceden- 
te che sia e" la e maggiore di tutte , sarà « < e ' , ed il ter- 
mine corrispondente ad e" sarà più piccolo di tutti i precedenti , 



/ 
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poiché la quantità {ri" — 72) (a — e") è negativa , mentre le 
quantità corrispondenti negli -altri termini o sono positive* o 
«e ve ne è taluna , per esempio {ri — 72 ) ( * — e) y negativa , 
Sarà questa maggiore di ( ri" — n ) ( u — e" ) poiché 

n — n < n — n , cosi & — e > * — e > onde 

jp — (a' — 72) (e — *) >i> — (ri" — 72) (e" — M ) . 

~ I più piccoli termini dunque , quando vi siano , dovranno 
cercarsi in quello che .corrisponde ad e" , e nei seguenti . 

Presa dunque la serie composta di tali termini , cioè ài 
quello corrispondente ad e" e dei seguenti* ridotta alla forma 

di quella del §. antecedente m *+• n* , 772' h* 72 « ec. , « tratta- 
ta come questa, si troverà nn secondo valore per a, se ne tro- 
verà quindi nn terzo , nn quarto e così di seguito , sinché a- 
vremo termini da esperimentare . 

Ognuno poi di questi termini sarà principio di nna nuova 
serie per esprimere il valore di y . Facciamo qualche esempio* 

Sia la serie dei termini 

vogliasi determinare a per modo che due di quei termini al- 
meno riescano minori di tutti gli altri . 

Paragonata questa serie con quella del §. antecedente , avremo 

72=1,72=3,72= — ,J2=3>72 = 4 , X2 = ~ * 

e quindi 

2 — 1 7 #" — * 3 

/' m — m'" _ I ^/* m — m '"' j 



40 - 


-»' 


#'- 


— » 


#» — 


m'" 


*'" 


— • 


« — 


-»' 


«T 








e = ^TJ?1 = ± ; 

21 ' 



essendo pertanto e la maggiore di tutte queste quantità , sarà 
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» = e = — tino dei valori idonei di * , ed allora il primo ed 

3 

il terzo termine saranno i minori di tutti gli altri: ciascun di 



essi è — . 



3 

Per trovare gli altri valori di a > si prenda la serie supe*$ 
riore cominciando dal terzo termine 

JL .4. A a 243^ 2 4 4») 4- H* - * * ed avremo 

2 2 3 2 

1 / // tu I 

772 = — , 77Z = 2 > 772 =2, 772 = — 
2 '3 

72 = A , /z = 3 , 72=4,72 = -£- , e quindi 
e — — ó > e — — i > e = — • 

12 

sarà dunque » = i- un altro valore di a , e dopo questo non 

ve De sono altri . 

Sia ora proposta 1' equazione 

i -+► xy* — y = o , dalla quale vogliasi ricavare il valore di 

y dato per una serie ordinata per le potenze crescenti di x . 

Se poniamo y = ax , la nostra equazione diverrà 

a -{- a a; — a'x = o , e quindi la serie composta dagli 

esponenti, sarà o, 1 H-2«, 3«: avremo perciò 

m = o , m' = i , w" = o , 72 = o , /z' = 2 , 72" = 3 , onde 

c — „'__ , = — — » e =a o ; sarà dunque « = e' = o quel ' 

valore idoneo di « , e per determinare il coefficiente a , avre- 
mo 1' equazione, i — a 1 = o , che ha due radici immaginarie , 
ed una reale a = i ; il primo termine per tanto della ricerca- 

ta serie ax" sarà = i , né vi sono altri valori per « . Onde 
trovare il secondo termine, poniamo nella propostaci -h y' in- 
vece di y ed. essa diverrà 

Tom. IV. L 
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« — $/ -4- &xy' — 3/* H- ocy* — y* == o . 
Vi si faccia y' = bx , ed avremo 

^r £ i-M _, 2/3 _, s/3 I-i-2/3 

la serie degli esponenti sarà 

1 , 0, 1 -i-p, 20, 1 -h 20, 30, 

dei quali solo riterremo 

* > » 20 , 30 perchè gli altri sono sempre maggiori di al- 
cuni di questi qualunque sia 0. 

La considerazione di questa serie di esponenti ci darà 
0=1, = o : noi prenderemo = 1 , perchè il valore di 
debbe essere maggiore di quello di et: troveremo allora b 

= — , ed il secondo termine della serie sarà — . 

3 .3 

Facendo in seguito y = — -j. y" , avremo un* equazione 

tra x ed y" , e posto y" = cx y sarà e = — , y = 2 , e così 
degli altri . 

La serie per tanto sarà 

y = 1 — j- — — +• — -4- -=— H* — *+» ce. 

§. 299. Se la serie che rappresenta y esser dovesse deter- 

minata per le potenze decrescenti di #> allora sostituendo ax 
invece di y nell'equazione (E) del §. 297, converrebbe deter- 
minare « in modo che in due o più termini Y esponente della 
K fosse egnale , e nel tempo stesso minore di tutti gli altri e- 
sponenti . Per questo sarà facile rilevare dalle cose precedenti , 
che dobbiamo allora eguagliare * alla più piccola delle quan- 
tità numeriche e , e , e" > e'" ec , e néìU stessa guisa regolarci 
per le altre serie che danno i valori di * y ec. 

Per esempio > nell y equazione maneggiata al §. anteceden- 
te posto ax per y , avremo egualmente la serie degli esponenti 
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«3 



e quindi come sopra e 



T«* 



o : sarà per tanto 



L . Si troverà anche nn altro valore di * che sarà 

a 

i . Freso questo secondo valore , avremo per determinare a 



Y equazione a* 

i 



o > cioè a = i , e perciò 



* H- y t ed avremo 



ax *=t 1 .x = x . 
Facciamo ora jr = 

i — x *y — aa?y a — y J = o , ove fatto y = 6*^> si trova 
(3 =s — a ) 0=i. Prenderemo per il primo valore — a » 

giacché debb' essere /3 <«, ed avremo è = i, quindi ò* 



a 



Facciamo anche y = a; h* y > e si avrà V equazione 



-3 



±X 



3* y 



X 



-6 



4 // 

x y 



4x y 



// 



— 4 » 

3* J' 



aa?y 



•* 



y f3 = o, ove ponendo cx y per y, avremmo un'al- 
tra equazione > nella quale la serie degli esponenti ( tralascia* 
ti quei che riescono sempre più piccoli degli altri qualunque 
sia il valore di y ) è la seguente — 3, a«+y, 1 H- ay, 3y. 
La considerazione di questa serie ci dà y = — 5 > y = 

~ , e ritenendo solo — 5 , perchè in questa guisa y < , si 



troverà e 



a > e quindi ca? : 



23? 



-5 



Nella stessa guisa troveremo gli altri termini , ed il valo- 
re di y sarà 

? 



* -*• -3 






30 

M> I 



ea 



Se avessimo preso nel primo termine V altro valore di * , 
cioè a = L, avremmo avuto per determinare a, quest' equa- 
zione a 1 -h 1 = o : sarebbe stato a immaginario , e tale anche 
tutta la serie . 



\ 
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Da qoanto abbiamo detto in questi tre ultimi §§ si rica- 
va anche il metodo di sviluppare il valore di y , datoci da una 
equazione tra x ed y , in serie ordinata per le potenze qua- 
lunque siano di co , quando in queir equazione si vorrà porre 
a; -+ w per x ; infatti fatta questa sostituzione , basterà trattare 
co ed y come abbiamo sopra trattate le variabili x , y . I coef- 
ficienti dellar serie ordinata per le potenze di <ìò , la quale rap- 
presenterà il valore di y , saranno allora generalmente parlan- 
do altrettante funzioni di x * s 

§. 300. Tornando alla Teorìa dei contatti , proponiamoci 
il Problema seguente : 
Fig. 14 » Supponendo che la curva EMF debba avere questa pro- 
„ prietà che innalzate in due .punti dell'asse B,C dati, le or- 
„ dinate , e prolungate sino air incontro di una tangente con- 
„ dotta ad un punto qualunque M di essa , il prodotto delie 
„ due porzioni BT , Ct iutercette tra Y asse dell' ascisse e la 
„ tangente , sia sempre eguale ad una costante K , si dimanda 
„ la natura di questa curva „ • 

Poniamo AB = m , AG =2 n , AP = x , PM = y . 

1/ equazione della tangente Tt è ( §. 78. ) indicando per 
p e per q le sue coordinate, q = a h- bp. Facciamovi succes- 
sivamente p = m , p = n , ed avremo due valori per p e per 
q il cui prodotto dovrà eguagliar K . 

Otterremo dunque tra gli elementi del contatto a > b quest' e- 
quazione 

(a4^)(« + si)aK, 

Ma a = y — a? (^) , & = (^); dunque l'equazione che 

contiene la sopra indicata proprietà , sarà 

(E) 0-i-(«^«)(g)}0-K«-*)(*)>»K, 



e per ottenere 1' equazione della dimandata curva > fa mestieri 
ricercarne V integrale . 

Per integrare quest' equazione si adoperi 1' artifizio di dif- 
ferenziarla spiegato al §. 206 > ed avremo , facendone la diffe- 
renziazione 
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{jfH.(a-*)(*)}(a-*)(g)-KOH-(«-«)x 

(^)}C /^ '~'*^0•^ ::=Q, e< I aazione cIie si decompone 
ìq queste due 
(i) {j>Hr(a — *).(•£)}(«-—*)-*- {^ -j. 

(^) (0) = o ^ 

La seconda di queste equazioni s' integra, subito ; essendo 
essa del seconda ordine , prendiamone 1' integrale primo > ed a- 

vremo (-^) = C costante arbitraria. 

Per mezzo di quest* ultima equazione e della ( E ) elimi- 
niamo ( ^ ) ed avremo. V integrale cercato, così espresso- 

( y — Cx Hr ™C ) ( y — Cx h- nC ) = K ; questo ridotto > 

diviene 

(y — Co?)* -+> (y — Cx) (772 H- 72) C -t- az/zC* — K = o , 

che dà y = C» — B, prendendo- per C una costante arbitraria, 
e per B la radice di questa equazione 

B* h* ( m «-h n ) BG -+* flz/2C 2 — K == o . 

La curva cercata sarebbe in questa guisa una linea retta 
data dair equazione y = Cx H* B . 

Si potrebbe giungere alla stessa risultata r prendendo V in- 
tegrale finito della equazione (£?) i = o. Questa è- ^ = Cjb h- E: 

le due costanti G , E. non ponno essere per noi ambedue arbi- 
trarie , perchè bisogna che Y equazione trovata coincida con la 
proposta per un valore di x : facciamo pertanto x = o , e si 

ha^ = E, (^) = C; avremo dunque tra A , B questa equa- 
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2Ìone di condizione (Eh- JaC )(E-f-7zC) = K, ] a q^k ci 

dà E espresso per C, come lo era B, quindi viene ad avere 

lo stesso valore la E ed il B . 

§. 301. Anche l'equazione (1) combinata con la (E) som- 
ministra una soluzione dei problema , e senza passare per al» 
cuna integrazione . Essa infatti ci ék 

<£> - £-Z7;-r i' a ' oale valore aKtitnit0 in < E )> ,a 

É 

riduce a questa 

Tale equazione è quella di Tina ellisse , o di una ìperbo- 
la , *a misura che K è una quantità positiva o negativa . li 
grande asse vi è 772 — n ; il piccolo asse 2v / (K), e le due 
sommità del grande asse nei punti x = m > x = n . 

Che T ellisse e Y iperbola godano della proprietà indicata 
nel Problema , è dimostrato da Apollonio nella proposizione 
42 del terzo Libro delle Coniche ^ e ripetuto in tutti i tratta- 
ti di queste curve . 

Noi abbiamo dunque trovate due soluzioni del Problema; 
nna dataci dalla linea retta, l'altra dall'ellisse o iperbola. Che 
la reità risolva il problema quando tra le due costanti che ne 
determinano la posizione > siavi la relazione data dalle condi- 
zioni del problema , si vede facilmente ; anzi è questa la vera 
soluzione generale del quesito , poiché in queir equazione si 
contiene una costante arbitraria 9 ed il quesito stesso porta ad 
una equazione differenziale del primo ordine > di cui Y equa- 
zione alla retta è Y integrale completo . 

L' altra equazione poi , è una soluzione particolare della 
(E): ce ne persuaderemo ricercando la soluzione particolare 
della { E ) o deducendola dal di lei integrale completo , facendo 
variare la costante arbitraria ; ovvero ricavandola dalla diffe- 
renziale stessa della (E) secondo i metodi spiegati nel Gap. XI. 

Da quello poi che si è detto al § 282, che cioè la solu- 
zione particolare esprime la curva formata dalla successiva ii> 
tersecazione delle curve espresse dall' integrale completo facen- 
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dovi variare il parametro , risulta che 1* ellisse viene formata 
dalla continua intersecazione delle rette espresse dall' equazione 
y = Gx -+ B » facendo variare la costante arbitraria G > ed è 
toccata eoa un contatto di primo ordine da tutte queste rette 
medesime . 

1/ equazione del §. 30.0. 

(aH*^)!^^^) = K, dalla quale dipende la soluzione 

del problema» contiene solamente gli elementi del contatto a^b r 
e delle quantità costanti senza x , y . Da questa circostanza di- 
pende T avere ottenute due soluzioni dello stesso problema . 

Onde ciò si comprenda , proponiamoci in generale questo 
problema „ Data di specie una curva espressa d'air equazione 

„ ¥(x r y > a >&) = ° ne Ha quale a r b sono due parametri 

„ indeterminati , si tratta di trovare V equazione di un y altra 
n curva che tocchi la prima con un contatto di primo ordine 
„ e che faccia regnare tra i parametri a y b una relazione con- 
„ tenuta in una data equazione p(a>6) = o „ . 

Da quest' ultima equazione ricaviamo il valore di 5 dato 
per a , e sia b = fa , e sostituito nella prima , avremo* 

V(x,y,a,fa) = o. 

II problema allora si ridurrà a trovare una curva che ab- 
bia con quella dell' equazione F(a? <>y , a >fa) =s o un contai 
to di primo ordine.. 

L'equazione dunque della curva ricercata dovrà esser ta- 
le che dia per y e ( J? ) li stessi valori in x che ci danno Y e- 
quazioni 

F (* >y y <* , fa) =tfO y 



Si vede intanto che la stessa J?(x >y , a, fa) = o sod- 
disfa al problema , qualunque sia il valore di a . 

Ora a , essendo una quantità indeterminata , possiamo sup- 
porta tale che la curva cercata sia rappresentata dalla medesi- 
ma equazione F (x>y >a 9 fa) = o, purché la differenziale 
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prima dì qnesta qui , abbia la stessa forma 

{j x ) ■+ (<^) {7) s== °» raa se a ^ "dm quantità variabile, la 
differenziale prima di F( x , jy , a , 5) = o è 

<£) -+ (£> (f ) *+ (£) (£) = ** dan ^ De la coadizi °^ dì 

♦cui si tratta , sarà adempita se si determina a con T equazio- 
ne (j a ) = o - Avremo così un va]ore di a, il quale sostituito in 

F( » ,;y » a y fa ) t= o ci darà T equazione della curva cercata. 

Tale equazione poi è una soluzione particolare > mentre 

V(x ,y ,a jfa) = è V integrale completo; e la curva è 

quella , la quale viene prodotta dalla continua intersezione di 
quella serie di curve pochissimo differenti T una dall'altra, che 
si ottengono dando ad a dei valori poco 'differenti tra loro 

neir equazione P ( x , y , a ,fa ) = o . 

§. 302. 'Consideriamo le curve che ponno avere dei con- 
tatti di secondo ordine.^ 

„ Data di specie una curva rappresentata dall' equazione 

t, F ( x ,y , a , b , e ) = o essendo a , b , e tre parametri inde- 

„ terminati , si tratta di trovare V equazione -di un* altra curva 
„ che abbia con la prima un contatto di secondo ordine, e fac- 
„ eia regnare tra i parametri a,b >c la relazione data da una 

9> equazione j)(a,J,c) = o „ . 

Si soddisfa alla seconda condizione ricavando da <p(a,5,c) 

= o il valore di e; sia e =f( a , b ) , e sostituendolo neir e- 

quazione data , avremo allora F ( x , y , a , b ,/*( a , ò ) ) = o , 

che per maggior semplicità rappresentar possiamo jj^r Y(a?,.yj 

a,J) = o,e dovremo trovare la curva che ha con questa 

un contatto di secondo ordine, qualunque siano i valori di a , b : 
dovremo in conseguenza trovare una curva che tocchi con un 
contatto di secondo ordine tutte le infinite curve che si hanno , 
dando ad a , b dei valori particolari qualunque. 
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Se per mézzo delie equazioni * =» t>> «lw & ©v ^*1fcs= o 

eliminiamo le due costanti a , 5 , otterremo un' equazione «del 
secondo ordine V" s= o che ( non contenendo a , b ) apparter- 
rà a tutte le curve rappresentate dall'equazione Y ( x iy , tt , ó ) =» o 

dando ad a » 5 valori gualnqque , l' iptegrale completo della qua- 
le sarà la stessa Y = o . 

Onde una curva ne tocchi un* altra con uà contatto di se- 
condo ordine^ bisogna ohe in amendue abbiansi li stessi vaio- 

ri per y> (^)>Ct^) : ne ^ mostro caso dunque bisognerà che 

essa coeduca alla stessa equazione differenziale del secondo ordir- 
ne V = o. L'equazione dunque della Curva toccante, nitro non 

potrà essere che o lo stesso integrale completo T ( x ^y , a , b ) =s o > 
o la soluzione particolare . 

Così il problema della ricerca dì una curva o delle cur- 
ve * le quali abbracciano con pu contatto di secondo ordine tut- 

te le enrve dateci dall' equazione "¥{x^y )tz , b) = o, sì ri- 
duce alla ricerca della soluzione particolare dell'equazione dif- 
ferenziale del secondo ordine V = o > della quale Y = o h 
T integrale completo. 

La di lei equazione per tanto si otterrà eliminando fz 9 £r> 

e ( — ) { giacché supponiamo che b sia una funzione qualunque 

di a y da queste quattro equazioni 
Y(tf,jr,a,&) = o, 

(£)h.(2)(S)-o, • 

(?)h-(*)(S:)-o, 

m 

una tale equazione conterrà i differenziali del primo ordine . 
Tom. JV. M 
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Si vede di qaì, che le soluzioni particolari rappresentano 
sempre delle corvè inviluppanti , e che hanno dei contatti di un 
dato ordine con le curve inviluppate , rappresentate dagli in- 
tegrali completi > nei t quali le costanti arbitrarie variano da una 
curva all' altra . 

L' eliminazione di a y b y (^) dalle quattro equazioni supe- 
riori > ci dà un* equazione in x ,y> (})' se noi viceversa eli- 
minassimo queste ultime quantità per mezzo delle stesse equa- 
zioni, otterremmo un'equazione in a, ò, e (~) la quale con- 
terrà la relazione che sussister debbo tra le due variabili a , b : 
dal che si ricava che queste quantità sono indipendenti tra lo- 
ro in ciascuna delle curve inviluppate , ma non lo sono più , 
allorché si riferiscono alla curva inviluppante . Si otterrebbero 
dei risultati simili per le curve degli ordini superiori . 

Da questi principi dedur se ne potrebbe la Teorìa dell' E- 
Tolute , ma avendola noi trattata diversamente al § 82. , riman- 
diamo i nostri Lettori air Opera delle Funzioni Analitiche di 
La- Grange . 

§ 303. Una curva a doppia curvatura ( App. XII. ) è rap- 
presentata analiticamente con due equazioni , le quali oe espri- 
mono, due delle projezioni . 

Siano y — fx , £ — <p# l'equazioni di una qualunque cur- 
va a doppia curvatura ; x , y , z ne sono le coordinate . Siano 
parimente q = Fp > r = *pT equazioni di un' altra curva a 
doppia curvatura data , della quale p , q , r sono le coordinate . 

Onde le due curve abbiano un punto comune , converrà 
che facendo p = /r, abbiasi q = y , r = z > che cioè sia y ===== 
Fa? , z a» qx < Qfte9ta circostanza porterà le due equazioni 
fx = Fx , px = qx $ dalla risoluzione delle quali se trovere- 
mo uno o più valori reali di x che soddisfacciano ad ambedue , 
avremo uno o più punti comuni di quelle curve ; e quando non 
vi sia un punto comune , ma neir equazioni della seconda cur- 
va si trovino due parametri indeterminati > potremo allora de- 
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terminarli in funzione dell' ascissa che debbe corrispondere al 
ponto comune, ed in modo che quelle due equazioni siano sod- 
disfatte . 

Siavi un punto comune e consideriamo 1 andamento delle 
curve al dì là di esso . Essendo per quel punto comune 1* or- 
dinate della prima curva x , fx , <px , e quelle della seconda 
nello stesso punto x , "Ex , ♦# , per i punti corrispondenti ad 
un' altra ascissa comune x «4- y , le coordinate della prima cur- 
va saranno «4 Wj/l^'+w), $( a? -i- w ) > e quelle della 
seconda x H- w , F(ac -t- w) , *(a? -f- w) . 

Ora se noi poniamo 

D = F ( a? ~j- w ) — /(«-*• w ) 

-'-{(S)-(2)>-^T<(^)-(S»*»' 

sarà la distanza di quei due punti che rappresenteremo per } t 

Questo valore di ^ sarà tanto minore , quanti più termini 
si annulleranno nelle due serie > che esprimono i valori di D*À> 
e quindi tanto più le due curve si avvicineranno tra loro . 

Quando si annullano i coefficienti delle prime potenze di u > 
ed allora si ha 

<£ )== <;D> (£) = <£>» e le dne cnrve haano un p rimo 

grado di ravvicinamento tra loro * o un contatto del primo or- 
dine : quando si annullano i coefficienti delle potenze seconde 
di io 9 le due curve hanno un secondo grado di ravvicinamen- 
to o un contatto di secondo ordine , e così di seguito . 

Dunque > perchè due curve a doppia curvatura abbiano li- 
na semplice intersezione corrispondente ad una ascissa comune 
x , converrà che le altre coordinate respettivamente si eguaglino 
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tra loro : perchè quel punta sia tra contatta di prima ordine » 
dovranno eguagliarsi anche i differenziali primi di quelle coor- 
dinate : dovranno essere di più eguali i differenziali secondi > 
se le curve debbono avere un contatto di secondo ordine , a 
cosi di seguito . 

£ queste sono le proprietà analìtiche dei contatti delle cur- 
ve a doppia curvatura • Le proprietà poi Geometriche consisto- 
no in questo % che due curve > le quali hanno tra loro un con- 

,. ,» esima . 

tatto di un certa ordine n y non permettono ad una terza 
curva avente lo stesso punto comune , il passare tra di esse * 
se questa non abbia con loro uà contatta della stésso o di un 
maggiore ordine. 

E qui osserviamo che una curva a doppia curvatura dice- 
si passare tramezza a due altre > quando le proiezioni di quel* 
la passano tramezzo alle proiezioni di queste. 

Si vede dunque che tal grado di ravvicinamento o di con* 
tatto hanno due curve a doppia curvatura , quale lo hanno le 
loro projezioni > e viceversa * 

Siano XjjfjZ le coordinate di una qualunque curva, e 
p %ì q%r le coordinate della curva data per la quale si diman- 
dano le condizioni del contatta con la curva proposta * 

Siano ¥(p * q > r ) =? o > 4>(p > q , r ) = o Y equazioni 

della curva data ( Appendice XVI ) : onde abbiasi tra queste 
due curve un punto comune corrispondente air ascissa x , bi- 
sogna che le due equazioni sussistano , ponendovi x * y * z in- 

vece di />,<?, r, ciò che darà I?(x,y ,z) = o, <b(x,yiz) = o: 

e queste due equazioni dovrauno aver luogo per 1' intersezio- 
ne semplice delle curve . 

Indichiamo per F(p , q > r )' = o » $ (p , q , r )' = o le 

differenziali prime di quelle due equazioni divise per dp ; ac- 
ciò le due curve abbiano un contatto di primo ordine, non so- 
lo nel punto comune eguagliar si debbono le ordinate , ma an- 
cora i differenziali primi di esse ; dunque queste due ultime e- 
quazioni differenziali debbono anche sussistere ponendovi x,y,z 

invece dip,g,r: avremo dunque J?(x } y, z )' = o, *(a?, i y>3)' = o. 
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Per un contatto di seconda ordine dovremma avere di più le do* 
altre equazioni 

jp = F(* ,y>zY=*Q> ££= ■ *(*f - y >*)" = o v e cosi di seguito. 

A questa equazioni; di condizione pe* diversi ordini di con* 
tatto soddisfaremo, per mezza delle costanti arbitrarie a v 6, e ea> 

che si troveranna nelle funzioni date F(p,5, r}* *(p>5>r), 
e ad esse % determinate ia funzione, di ff,v,z„ (^) \ ( — ) > pò* 

tremo dare il nome di Elementi det contatto * cornei si è usa- 
to per le curve, piane . 

Se fosse- una superficie curva r quella che aver debbe un 
contatta con una curva: a* doppia curvatura r allora: rappresen- 
tando per F'(p.,g,r) = o la di lei equazione v dovrebbero 
aversi le due equazioni F(a? ,,y > *•} = o * 

^ = F(a? , j; r z)' = o * onde vi fosse un contatto di primo 

ordine: vi si aggiungerebbe V altra 

«r^ =s F(#ij?*2L)*'e=s o* onde il contatta fosse di secondo 

ordine > e cosi di seguita. Tutto questa si dimostra con i me- 
desimi principi . 

Di qui si Vede *, che una superficie- sferica può avere con 
una curva a doppia curvatura un contatto 1 di terzo ordine ; e 
che quindi vi sono infinito sfere oscillatici di una curva a doppia 
curvatura . 

§• 3°4 Si paragoni la linea retta con una curva qualun- 
que a doppia curvatura ■.. Le due equazioni, che rappresentano la 

retta ( Appendice N # . I ) sono< 5= a-h-Òp r r = e -+ ep . 
Onde essa abbia, un. contatto, di. prima ordine » bisogna che po- 
nendo in queste due equazioni x^y^z , per p>q , r, V equazio- 
ni continuino ad. esser vere r egualmerite che le loro differen- 
ziali : dovremmo dunque avere j( = a«+&»j z = e H* ex > 

(^) = 6, (^) = e, le quali equazioni ci daranno 
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tì =y — (|?) « , e = z — ($) *> e< * m oonscgu^uza r«qtra- 

zioni della retta tangente di una curva a doppia curvatura, sa- 
ranno 

ove p>q>r sono le coordinate dei woi punti ; tf } y , z sono 
quelle pel pnnto ove è il contatto eoa la enrva . Quelle due 
equazioni poi sono le stesse che troverebbersi per determinare 
le tangenti alle due curve piane , proiezioni della curva a dop- 
pia curvatura : così per condurre una tangente ad una curva a 
doppia curvatura , basta condurre le tangenti alle di lei proie- 
zioni , essendo siffatte tangenti le projezioni stesse della tangen- 
te della curva a doppia curvatura. 

Vogliasi ora il circolo osculatore di una curva a doppia 
curvatura . Riguardando un circolo nello spazio come nato dall' in- 
tersezione di una sfera e di un piano che passi pel centro di 
lei , sarà esso rappresentato dalla simultanea sussistenza delle e- 
qiiazioni di queste due superficie . 

L* equazione di una sfera ( Appendice N*. XVI ) riferita 

a tre assi ortogonali , ed indicate le coordinate per p , q > r , è 
(p — a y h- ( q — b Y -H ( r — * e )* = h % , ove a ì b , e so- 
lfo le coordinate del centro , ed h il raggio . L 9 equazione di 
un piano riferito alle stesse coordinate , e che passa per un pun- 
to corrispondente alle coordinate a 9 i,c ( Appendice N°. IV ) 
è in generale p — a ^ m(q — £)-f-«(r — e ) = o > m y n 

essendo due costanti arbitrarie , le quali determinano l' inclina- 
zione del piano rapporto ai piani fissi delle coordinate. Il si- 
stema per tanto di queste due equazioni rappresenterà un cir- 
colo di raggio h , il cui centro sarà in un punto dello spazio 
determinato dalle coordinate a 9 b ,c 9 ed il cui piano dipende- 
rà dalle quantità m ed n . 

Onde questo circolo abbia una intersezione con una cur- 
va a doppia curvatura in un punto di essa corrispondente alle 
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coordinate x > y » z » bisognerà che quelle due equazioni siano 
sempre vere r quando vi si pone x ,y t z per p , g ,. r : che sia 
cioè 



(I) (a? — a) x -h(y — 5) 1 -f (z — e)* = A*;. 

(a) * — a-\- m{y — 5 ) -*- a ( s — e ) = o ; 

onde in quel ponto siavi un contatto di primo- ordine ,, dovrai 
no ancora verificarsi queste altre due 

(3) («- # *)-»-(2).(>-fiJ-fr(^)-C*-e) = oi 



(4) * •+»(.£>«+ a (^) = o. 

Perche poi il contatto sia di secondo ordine , ancRe le due 
seguenti equazioni dovranno sussistere eoa le superiori 



(«> »(i?.)-*»0 = 0. 



Ora essendo sei Te indeterminate > le quali entrano nelF e- 
qnazieni del eircolo » potremo determinarle in modo che siano 
soddisfatte queste sei equazioni: potremo dunque trovare sem- 
pre un circola che sia osculatore di una curva a' doppia cur- 
vatura qualunque, e sarà questi determinato di posizione e di 
grandezza . Se volessimo che il circolò fosse soltanto tangente , 
non avremmo- a soddisfare che a quattro equazioni ; restereb- 
bero^ in conseguenza due indeterminate al nostro arbitrio , e pos- 
siamo prendere per tali il raggio fi ed una delle due m r n. 

Allora r equazione 

( x — «)•-!»(£) (jr— *) -* (■£)•(•* — e) = o ,. determine- 
rà il piano ove si troveranno' i centri dei circoli che ponno 
esser tangenti; siccome: poi il' raggio del circolo tangente è ne- 
cessariamente perpendicolare alla curva-, questa equazione sarà 
quella di un piano perpendicolare alla- curva medesima > pren- 
dendo aybjc per le coordinate del piano. *• 



/ 
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Esaminiamo il contatto del 'Secondo -ordine. Le tre pri- 
me equazioni danno 



ìù — n 



{•(ì)— (È)>* 



R 



,-h 



{-(£)> 



a 



{--(*»* 



* a ' 

facendo per semplicità dì scrittori 



a-V[{»(£)-»(2)}*^{«-t£)y-*<--£>}'] 

sostituendo questi valori nella quinta -equazione > «e ricaveremo 



7i=- 



Infine la -quarta 'equazione "e la -sesta -ci "daranno 
_, )**' > 

1 

che dovranno sostituirsi nelle precedenti espressioni > onde bave- 
re ( fatte le opportune riduzioni ) . 

{'+(#+ (SO* 
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VL{-^)*-(S)'>{(^)'-(^) , >-{(^)(^-(E)(S J .)>'] 



\ 



a = x— 
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{« + (£)•-» iè >•} {(g) <s> -* <& est)} 



{■*£)•-<£>•} {(©)'*(«!)'>- <c2>(S>-<£><£» 






{-(^"-(f:)">{(^)'-(£?)->-{i*)(^)-(B)(^)>' 



— » 



C = 2 






la quantità A sarà il raggio osculatore della curva proposta ^ e 
le quantità u,b y e saranno le coordinate della curva dei cen- 
tri di tutti ì circoli osculatori ; ma questa non sarà sempre li- 
na sviluppata , come lo è nelle curve a semplice curvatura . 

Per sapere in quali casi la curva dei centri è una svilup- 
pata , e per altre interessanti nozioni a questo proposito , noi ri- 
mandiamo i nostri Lettori alla Teorìa delle Funzioni Analitiche, 
ed al decimo Volume delle Memorie presentate alla Reale Ac- 
cademia delle Scienze di Parigi . 

§. 305. Se si disegna la proiezione di nna curva à doppia 
curvatura sopra il piano delle a? , y , si può riguardare questa 
curva di proiezione come V asse curvilineo della curva a dop- 
pia curvatura : allora indicando per s V arco della curva di pro- 
iezione 9 le coordinate della quale sono a? , y , e supponendo 
che qnest' arco sia disteso in linea retta , saranno s , z le coor- 
dinate rettangolari della curva a doppia curvatura spiegata so- 
pra un piano . 

Questa riflessione ci dà diritto di applicare alle corvè a 
doppia curvatura le formule della quadratura e della rettifica- 
zione da noi assegnate ( § .90 ) per le curve piane . 

Sasterà porre in quelle s* invece di oc : così per la qua- 
dratura, avremo lo spazio =/*(—) sfa, e per la rettificazio- 
ne , T arco 

Tom. IV. N 
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a 

ds = (£)<£« = dxy/( i -t- (^)* ) * dunque la prima fbcnm- 

la diverrà 

fzdx^( i -+. (^)* ) ; e la seconda 

E v inutile avvertire che Io spazio espressa dalla prima 
formula è la superficie del cilindro retto che ha per base la 
prelezione della curva a doppia curvatura, ed è terminata ds 
questa curva stessa. 

$ 306. Veniamo ora ali* applicazione del calcolo differen^ 
siale alle superficie curve • 

Siano x y y 1 z le tee coordinate di una data superficie , & 

p r$ 1 r le coordinate riferite ai medesimi assi rettangolari di 

un piano che vuoisi con essa paragonare . Sia z = f ( a? , y) 

l r equazione della superficie > ed r = a ~t* bp -t- cq quella del 

piano , a^byC essendo le tre costanti che ne determinano la 
posizione . Onde il piano abbia con la superficie un punto co- 
mune , bisogna che la di lui equazione si conservi vera , quan- 
do invece delle eoordinate p , q > r vi si pone x , y y z . Avrem- 
mo allora questa equazione 
Z ss a •+ hx -4- Cy. 

Consideriamo tra tinto un altro punto corrispondente afte 
coordinate x h- w * y H- • • Per questo punto V ordinata z di- 
venterà /"(*-H-W|jr-+rOf e *' ordinata perpendicolare r del 
piano 9 sarà =2fl-+&(*^w)-+c(/H-J): la distanza poi 
dei due punti corrispondenti della superficie e del piano, sarà 

Sviluppiamo la funzione /"( tf H* tf »,? *»M ) * n nna ser * c 
ordinata per le potenze ed i prodotti degli aumenti indeterminati 
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«o*ó> OS* 37 ) c fermandosi ai termini ove trovansi le potenze 
seconde > .tenendo conto dei resti, avremo 

D =/(* tj) -*> «/'(* >y) *+ £f (* -*p ,y -*. $) 

— hx — uh "+.jf (* H-i> ,^ H- ?) 

— cjr . — fc 



-ow/(. 
riguardo 



a?,^) indica la differenziale parziale primari /( a?, >) 
Tiguarao ad * ; / (a? ,y ) quella riguardo ad y ; /"(«-+£» >^H- g ) 
la differenziale parziale seconda presa due yolte -rapporto ad x , 

* postovi quindi a? *+. p invece di a? , y -4-3 invece di jr ; 
f X K ■*+&*.? H- g) quella presa prima rapporto ad a?* poi 

rapporto ad^y ; / y/ (a? -t- p }< y h-^) quella presa due volte rap- 
porto ad y . Le quantità p , 3 sono contenute , la prima tra © 
.ed co , e la seconda tra o e . Si avverta di non .confonderle 
.con le coordinate p , ^ del principio di questo J. 
Ora essendo 

Si x > y) =* 2 ~ a -*- &x -*. cy , avremo 

scrivendo per semplicità P,Q,R invece dei coefficienti delle 
seconde dimensioni degli aumenti. 

Se noi diamo una tal posizione al ,piano , che sia 

* = <£)>* = (£)> allora 

Un piano che gode di queste proprietà , chiamasi tangente 
della superficie curva nel punto corrispondente alle coordinate 
x , y , z . L' equazione di questo piano è 



ir 
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d*\ *.(dx\ . /rfe.\_ . / dt, 



r«« — «(£)— j(S)H-(g)p-l-(0)gi e questa èia 

proprietà analitica del piauo tangente di una superficie curva . 

La proprietà poi Geometrica è che nessuno altra piano può 
esser tangente della superficie nello stesso punto > e passare tra 
il primo piano e la superficie medesima . Per dimostrarla > os- 
servo che un altro piano non può passare tra la superficie cur- 
va ed il primo, se la distanza A tra due punti, di esso e del- 
la superficie corrispondenti alle coordinate * H* w , y h- 6 non 
sia minore di D . 

Ora prendendo 

/3p H- 7 2 P er ^ equazione del secondo piano , avremo 



A==(o{(g)-p}H-«{(g)-y}-4.«P^wflQ^d 1 R: 

la quantità D contiene soltanto le potenze seconde degli aumen- 
ti indeterminati co , ; la A contiene anche le prime : potremo 
dunque prendere w » A così piccoli , che questa distanza A su- 
peri la D astraendo dai segni » Dunque sarà impossibile che 
quel nuovo piano possa passare tra la superficie ed il primo , 
di cui T equazione è r = a -4- bp -t- e q ; e se volessimo an- 
nullare in A i termini delle prime potenze di w , d , conver- 
rebbe fare p = ( d £ ) , y = ( ~ ) » quindi il nuovo piano cade- 

rebbe sopra Y altro . 

Come i coefficienti costanti a , b , e determinino la posi- 
zione di un piano, ed in conseguenza cosa esse significhino, si 
vede neir Appendice N*. IV. 

§. 307. Generalizzando questa Teorìa» sia z =sf(x,y) 
V equazione di una qualunque superficie , sia r = F (p , q ) 
quella di una superficie data, ed esaminiamo le condizioni» on- 
de queste abbiano un punto comune tra loro . Primieramente 
dovrà essere z = F(a?,jO * ovvero f(x, y) = F(a?,jO- 

Facciamo ora ar-t-WjJ'-M invece di x t y: l'ordinata 
della prima curva sarà /( x -+ w , y -+ ) e quella della se- 
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concia P(aiH-wj40j * a distanza, poi dei due punti corri- 
spondenti ia questo due curve , punti che. trovansl sopra, la. me- 
desima ordinata * sarà 

Sviluppiamo queste due funzioni, in serie > e fermandosi 
ai termini ove la potenza degli aumenti io , t sono, le secon- 
de % avremo, 



ove p 9 q sono* contenute tra i limiti o e w v o e J.. 

Supponiamo che i termini moltiplicati; per u e per d dispa- 
riscano ) il che; avviene: facendo 

(*?) = ( d l) ,(£); .= (5) , e T espressione di D non- conter- 
rà allora le potenze lineari di co e d . 

Quando le due curve 9ono tali r che si verificano queste con- 
dizioni , si chiamano tangenti* 1' una dell 9 altra i, così perchè una 
curva dell' equazione r* = F ( p , gr ) sia: tangente: di un* altra 
dell' equazione z> =^ f{x<>y.) y nel punto* corrispondente alle 
coordinate x ,y > z , converrà che T equazione- r== F(jp , g ) 
si mantenga vera , allorché ia essa pongonsl quelle: determina- 
te coordinate x^y 9 z invece di p>q. >r; e che parimente si 
conservino tali le due differenziali parziali del primo ordine 
della stessa equazione :. bisognerà; cioè, che siano verificate que- 
ste tre equazioni 

• - F(. ,,) , <*) = (£) •,(*) = (£). 

E questa h la proprietà analitica di una superficie tangen- 
te di un' altra . ' , 

La proprietà poi Geometrica è , che nesso a a altra super/i- 
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eie dell* equazione s = p(t y v) può passare tra quella prima 
superficie e la sua tangente se non è anche per essa 

* = Pi* >y) > (£) = (f x ) » ( J) = (£)» ™le a dire se noa 

gode ancora essa della medesima proprietà analitica dell' altra. 

Ciò si dimostra avvertendo che D non contenendo le po- 
tenze lineari di co , fi * potranno per w e • prendersi tali fra- 
zioni che questa quantità D divenga minore di una simile quan- 
tità appartenente a qualuoqne altra data superficie per la qua- 
le non si annullino i termini moltiplicati per co e per : non 
potrà allora quest* altra superficie passare tra le due prime ; la 
qual cosa non avverrà più > se anche per tal superficie si annul- 
leranno i termini i quali contengono le potenze lineari di u 
e di (L 

Quando dunque nella superficie data^r = F(p * q) si han- 
no tre parametri a 9 b^c da determinarsi , noi li potremo de- 
terminare in maniera che restino soddisfatte queste tre equazioni 

*~F(«,.y), (£) = (£), (g) = (g) ed allora la saper- 

ficie data sarà tangente di quella z z=f{x<>y) nel punto cor- 
rispondente alle coordinate x * y . 

Le tre equazioni precedenti sono la stessa equazione del- 
la superficie data , nella quale si cangiano p,g,r in x <>y > z * 
e le due differenziali parziali della medesima; in generale dun- 
que rappresentando per F(p > q , r) ^= o Y equazione di una 
superficie data , e per z ,y > » le coordinate di un* altra super- 
ficie proposta che debbe essere toccata dalla prima nel punto 
corrispondente a quelle coordinate > dovranno essere verificate 
queste tre equazioni. 

F(*,,,*) = o, (2>-H*)<*)-o, (£)-*(g)(£)=o. 

ciò che ci somministrerà i valori dei tre parametri a y b*c % e- 

spressi in »,j,«, (£)>(;-)• 

§. 308 Estendiamo lo sviluppo delle funzioni , la cui dif- 
ferenza eguaglia la distanza D , sino ai termini delle terze di- 
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mensioni degli aumenti oì > fl > e sapponendo che i coefficienti 
delle prime dimensioni si annullino, avremo 

i! {(*») — (j?)} -* « ? P -+ w**Q -* wd a R h- fi 3 S , es- 
sendo P , Q ec. , i coefficienti delle terze dimensioni che sono- 
si trovati al §. 37. 

Se dunque Y equazione r = F(p,g) della superficie è 
tale , che oltre aver soddisfatte quelle tre equazioni r si possa 
ancora soddisfare alle altre tre 

(^) = (£f),(^!L) = (i[lL\ > (^)= = :(5F) > i termini del 

K dx* J K dx* J7K JxJy J K dxJy' 7 K dy*' v <$*' 7 

secondo ordine dispariranno dal valore di D > e proveremo fa- 
cilmente che si potranno sempre dare ad w e 6 , dei valori 
così piccoli » che la distanza D sia minore di una simile di- 
stanza A appartenente a qualunque altra superficie data > la 
quale non soddisfaccia alle stesse condizioni . Sarà dunque im- 
possibile , che questa superficie passi tra le superficie delle e- 

quazioni r = F(p , 5) , z = f(x y y) , dopo avere avuto con 

esse lo stesso punto comune . 

La superficie allora dell'equazione r = J?(p>q) ha un con- 
tatto che dicesi di secondo ordine con la superficie z =f(x>y)> 
ed ha il nome di superficie osculatrice . 

Si può continuare lo stesso discorso per T annullamento de- 
gli altri termini nel valore di D . 

In generale se rappresentiamo per F(jp>5>r) = o P equa- 
zione della superficie data * onde questa abbia un contatto di se- 
condo ordine con una superficie qualunque 3 = f { x , y ) nel 
punto corrispondente ^lle coordinate x , y > dovremo soddisfare 
a sei equazioni cioè alla F(a? y y , z) == o > alle due di lei dif- 
ferenziali parziali del primo ordine > ed alle tre di lei diffe- 
renziali parziali del secondo: è per questo necessario che essa 
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contenga sei parametri indeterminati ^ «onde si determinino in mo- 
do da soddisfare ra quelle equazioni . 

Perchè la «superficie data avesse un -contatto di terzo ordì- 
ne converrebbe -che contenesse dieci parametri indeterminati * 
e che si determinassero in maniera da soddisfare a dieci equa- 
zioni : cioè alle sei qui sopra annoverate^ ed alle 'quattro dif- 
ferenziali parziali del terzo ordine della F{x^y , z) = x> ; e 
così di seguito . 

§. 309. 'Paragoniamo la superficie xli una sfera con una su- 
perficie qualunque . 

L' equazione della sfera 

(p — a y -h- '{ q — b ) 2 H- ( t — e)* — 'li =x> , contiene quat- 
tro parametri a , b » e , Ti dei quali a > b ?r danno Ja posizione 
del centro > h la grandezza del raggio . 

Essa dunque -può avere con una <curva «qualunque un con- 
tatto di primo -ordine <, determinandone tre opportunamente; non 
può però 'divenire osCulatrice ; imperocché *ci -vorrebbero allo- 
ra sei parametri da 'determinarsi . 

Secondo ^quanto abbiamo detto al §. -antecedente , ponia- 
mo neir equazione ideila -sfera x >yi z invece di jp, 5 , r > ed 
avremo 

(x — a y H- ( y — b y -*- ( z — e y — li =53 o > le di cui 
differenziali parziali -del primo ordine sono 

y-b^(%)(z^c)=*o: 

se noi determiniamo le tre costanti a , b , e per mezzo di que- 
ste tre equazioni , avremo 

a = x h* 



V{-(£)*-<)'} ' 
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V{- *(£)'-(»)*} 



V{.-^(5)•-(è)•> , 



ed il raggio h rimane arbitrario . 

Si può dunque sempre avere una sfera di qualsisia raggio , 
tangente di una qualunque superficie . Quel raggio sarà per- 
pendicolare alla stessa superficie > di modo che riguardando que-' 
sto raggio come indeterminato > le tre quantità a,b,c saran- 
no le coordinate della perpendicolare alla superficie medesima 
nel punto corrispondente alle coordinate x^y^z^ L'equazioni 
poi di questa perpendicolare saranno 

àt. 



Onde la sfera divenisse osculatrice > dovremmo soddisfare 
ad altre tre equazioni , cioè alle differenziali parziali del se- 
condo ordine dell' equazione alla sfera > per il che ci abbiso- 
gnerebbero altri tre parametri da determinarsi, e non ne ab- 
biamo che il solo raggio h . E' dunque impossibile di trovare 
in generale una sfera osculatrice di una superficie . 

Se invece di una sfera noi prendessimo a considerare la 
superficie formata dalla rotazione di un arco di circolo attor- 
no della sua corda , siccome allora nell* equazione di questa 
superficie sarebbero sei costanti arbitrarie , così si avrebbero in 
questo caso gli elementi n ecessar) onde far sì che siffatta su- 
perficie fosse osculatrice di una superficie qualunque . 

Siccome non è possìbile ritrovare tra tutte le sfere tangen- 
ti di una superficie , una sfera che ne sia osculatrice , limitia- 
moci a determinare quella sfera che sarà osculatrice di una cur- 
va qualunque disegnata sopra la medesima superficie . Basterà 

Tom. IVs O 
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per questo che noi sapponiamo y funzione di oc , come nelle 
curve a doppia curvatura , e prendiamo in questa supposizione 
le equazioni differenziali prima e seconda dell' equazione del- 
la sfera 

(* — a y -*- {y — hy ^ (* — e)* =» h\ 

La differenziale prima è 

«-« -*(*)<j-»)f '{(£)-*•'(&<£)}(*- «)-*. 

e la seconda b 



r z c) = o: si avverta che nel differenziare abbiamo 

considerato z funzione di x , y , mentre y è anche esso funzicN 
ne di x; così la differenziale di z > rapporto ad a? e divisa 
per dx i è 

<£>-••<£>(£)• 

La differenziale prima è soddisfatta da che sono soddisfat- 
te le dne differenziali parziali del primo ordine 

x _ a -j- (£) (* - «) = o , ^ - ò H- (g) (» ~ e) = o , 
e solo ci rimane da soddisfare alla differenziale seconda , la 
quale essendo 
«_*.&•*. ( -) {z • — e) = o, si riduce a questa 

(^)*(~)ì-(2— *c) s=ao: se ora sostituiamo in qnest* ul- 
tima equazione il valore di e , e ne ricaviamo quindi il valo- 
re di 7t> avremo 
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- <'-(£Y->[(a)-*(£)Cg)r}V(->(^<g)') 

Conosceremo in questa maniera ed il raggio della sfera tan- 
gente della superficie curva e nel tempo stesso osculatrice di u- 
na curva disegnata sopra quella superficie . , Determinato poi il 
raggio > saranno determinate in conseguenza anche le coordinate 
a^bjC del centro per mezzo delle formule trovate sopra . 

§. 510. Siccome la proiezione della curva disegnata sopra 
la superficie è arbitraria , proponiamoci di determinarla in tal 
guisa che il valore del raggio h sia un massimo o un minimo. 

1/ espressione di h contiene ( -r ) il cui valore dipende da quel- 
la projezione: il problema dunque si riduce a trovare per (^) 

una tal funzione di x che renda h massimo o minimo . 

Eguagleremo dunque a zero la differenziale di h riguar- 
data come funzione di ( ^ ) , ed avremo Y equazione necessaria 
per risolvere il problema . Se poi noi osserviamo che 

A=(a~c)\/(n.(|) l H. (g) 1 ) , e che in conseguenza 

il massimo o minimo di h > relativamente a ( ^ ) , corrisponde 

al massimo o minimo di e , potremo semplificare il calcolo pren- 
dendo la differenziale prima dell' equazione del §. antecedente 

tra e e ( £ ) a riguardo di ( |jj ) , ed eguagliando a zero il va- 
lore della differenziale della quantità e. 
In questa guisa avremo 

<•> •••••(£) •+(*) {(£) ■+ (£) ($)}■-► «£) -* 

(j*) {4?)} ( a ~ c ) = ° > I* quale combinata con 1' e- 

quazione medesima da cui è stata dedotta , servirà a determi- 
nare (é), e e. 
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Infatti moltiplicando V equazione (e) trovata per (&) e 
sottraendola dair altra % otteniamo questa equazione più semplice 

che combinata con la (e) per eliminare z — e» ci dà per 
(•^) un'equazione di questa forma 

A (£)' - B(fi) - C = o , nella quale 

risolvendo questa equazione > avremo 

(g) == Bfcl/( ^ H ' 4ACy » che è un* equazione differenziale del 

primo ordine in x >y e (-r ) > imperocché z è una funzione da- 
ta in a? ^y dalla natura della superficie toccata; l'integrale com- 
pleto pertanto conterrà una costante arbitraria > e rappresente- 
rà una infinità di curve , le quali saranno le proiezioni delle 
linee della massima e minima curvatura di una proposta su- 
perficie . 

Per avere adesso il valore del raggio , basterebbe sostituire 

il valore di ( ~ ) nella di lui espressione , ma si può trovare 
anche così : 

Moltiplicata 1' equazione ( e ) per ( ~— ) , da essa si sottri 

m 

l'altra equazione che segue, moltiplicata per (5^), e dal re- 
siduo ricavandone il valore di z — e , avremo 
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* dxdy > \dx*>\ dy* ' 

ove sostituendo, il valore di (^) e- facendo- per semplicità. 



avremo 

E±r > /(B 1 -4-4AC) 



a {.(z?)^ip)""^S5^ ) 



e quindi 



<fe\* . /rf* 






_ W(.-^Ac))v^Q->(g)) che . le _ 

va che il doppio segno del radicale ci dà per h dne valori f 
massimo T uno ,• minimo Y altro . 

Dunque in ciascun punto di una superficie curva sonovi 
due rami che si segano, e corrispondono uno alla linea della 
massima curvatura ,. Y altro alla linea della minima > e Y ango- 
lo con cui si tagliano, dipende dal doppio- valore di (^)> il 

quale eguaglia la tangente dell' angolo formato con Y asse de- 
gli x dalla tangente della proiezione sopra il piano delle x ,y. 
Ora la proiezione di questo piano essendo arbitraria, pos- 
siamo determinarla in tal guisa , che esso divenga parallelo al 
piano tangente : allora le due tangenti delle proiezioni diver- 
ranno parallele alle tangenti dei due rami della massima e mi- 
nima curvatura ; quindi Y angolc^M quale si segano le tangen- 
ti delle proiezioni , eguaglierà quello , col quale si segano le 
tangenti dei detti due rami . Se dunque indichiamo per a , i 

due valori di (^)> essendo l'angolo di cui si tratta la diffe- 
renza tra gli angoli , che quelle due tangenti fanno con lo stesso 
asse degli x > avremo dalla trigonometria la di lui tangente 

ss -*-_-£. \/ (B*-f 4AC ) 

1 -+ ct/3 A — C 



\ 
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Affinchè poi il piano tangente di una superficie sia paral- 
lelo al piano degli x^y* conviene che (^) > (^) siano nulli: 
avremo allora 

= t&> B - <£) - (»>• c - (&>. ™ «*• * 

_ G = o : questa tangente dunque sarà infinita . 

Di qui si ricava una bellissima proprietà delle linee del- 
la massima e minima curvatura : tali curve si segano sempre 
ad angolo retto. 

Un 9 altra singolare proprietà di queste curve è che esse 
sono la sviluppante della loro curva dei centri di curvatura , 
questa essendone la sviluppata; e che in una superficie qua- 
lunque le sole linee della massima e della minima curvatura so- 
no quelle che hanno una sviluppata formata dai raggi di cur- 
vatura . Non ci fermiamo a dimostrare queste proprietà * e ri- 
mandiamo i Lettori ali 9 Opera citata al §. 302 * ed alt* Appli- 
cazione dell' Analisi alla generazione delle superficie cur* 
ve del C. Munge. 



ILI 



mim 



C A P. XIV- 



Continuazione detto stesso Soggetto ~ 



§. 311. T§ata una snperficie espressa dall' equazione 
JL/ F ( p j q j r ) = o , abbiamo sopra veduto 
come possiamo determinarne i parametri > onde essa abbia un 
contatto di un certo ordine con un* altra data snperficie y rap- 
presentata dall'equazione f(x ,y r z) = o y nel punto corrispon- 
dente alle coordinate x >y ,z . Diciamo ora qualche cosa di quei 
problemi nei quali si cerca V equazione dì una superficie 9 la 
quale debbe esser toccata da tra' altra con un contatto di un 
certo ordine > e tra gli elementi di questo contatto regnar deb- 
be un dato rapporto. Questi problemi conducono naturalmente 
ad equazioni a differenziali parziali 9 come ora vedremo . 

Siano a,b , e tre elementi del contatto del primo ordine , 
e cerchisi V equazione f ( x > y , z ) = o di una superficie cur- 
va > la quale sarà toccata da un 9 altra dataci dall' equazione 

^(p)?)^)fl)i)C) = o con un contatto di primo ordi- 
ne, essendo tra gli elementi del contatto questa equazione 

Se noi supponiamo data la curva che si cerca , ricaverei 
mo i valori di a >b > e dalle tre equazioni 

ì?(x>y yz^ajb ,c) = o, 

<S>-m$><2>-«>. 
(S)H-(g)(2)-o 

in funzioni di x t y , 3, (£) ,(*) , di modo che sostituendoli 



.. » 
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in p(a,6,c) = o, ci verrà un* equazione a differenze par- 
ziali del primo ordine , che sarà 1' equazione dalla quale di- 
pende il problema ; dovremo dunque integrare siffatta equazio- 
ne 9 ed il di lei integrale ci darà la superficie 1 la quale gode 
della voluta proprietà . 

Intanto noi osserviamo che essendovi tre sorte di equazio- 
ni ( §. 285. ) le quali soddisfanno ad un' equazione a differen- 
ziali parziali , o che ne sono gl f integrali > in tre maniere risol- 
ver potremo il problema > o ci saranno tre superficie curve ido- 
nee a risolverlo . 

Se la relazione tra gli elementi del contatto voluta dal pro- 
blema , è soltanto tra questi elementi , non trovandosi nell' e- 
quazione né a? > né y , né z ; allora ne è assai più facile la 
soluzione . 

Infatti sia <f> ( a , b , e ) = o V equazione tra gli elementi 
del contatto ; se ricavando da essa il valore di e in funzio- 
ne di a e di b > si ha e = T ( a , b ) , e si sostituisce in 
F ( x , y , z ,tz >ò , e) =3 o, avremo V equazione 
F(ff, - y,z,fi,6>T(a>6))==o, la quale risolverà il pro- 
blema supponendo a , b due costanti arbitrarie qualunque : es- 
sa infatti soddisfa alla stessa equazione ai differenziali parzia- 
li , dalla quale dipende la soluzione del quesito . Tale equa- 
zione sarà dunque il di lei integrale completato con due co- 
stanti arbitrarie a , b . 

Ottenuto questo integrale > ne ricaveremo un altro comple- 
tato con una funzione arbitraria , e potremo in seguito avere 
una soluzione particolare . 

Se rappresentiamo il primo integrale completo semplicemen- 
te per F ( a; ,y >z , a , b ) = o , si ha ( § 123. ) V integrale 

completato da una funzione arbitraria facendo b = jfà , e pren- 
dendo per a una tal funzione di x^y^Zy che soddisfaccia a 
qjuest* equazione 

(£)-M!D(rr) = O;all0l * a F(*>.y,s>a,/<0 = o, sarà 



da ' v da ' v df 

T integrale completato dalla funzione arbitraria fa . 
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In generale questo integrale è rappresentata dal sistema 
«delle due equazioni 

<S>H.<Z>(f)-o. 

« risolta dall f eliminazione della quantità a. 

Per la soluzione particolare , sarà questa il risultato dell 9 e- 
liminazione di a e di ò per mezzo di queste tre equazioni 

{j)z=2 o , (^) = o : egli dunque sarà in generale il siste- 
ma di tre equazioni . Onde averlo espresso da un* equazione so- 
la , conviene ricavare dalle due ultime equazioni i valori di a 
« di b 'espressi per a? y y y z e -sostituirli nella prima . 

Avremo in questa maniera tre equazioni che risolvono il 
problema , e perciò tre superficie curve -diverse . Vedremo i rap- 
porti geometrici che queste hanno tra loro . 

<§. 312. Ad una «equazione a differenze parziali del primo 
ordine V = o -soddisfanno tre equazioni , una contenente due 
costanti arbitrarie , V altra contenente una funzione arbitraria * 
e la terza non contenente uè costanti uè funzioni ; « supponen- 

do P(a?,y,z,a,J) = t) la prima ili queste equazioni , la 

seconda è E( x >y , % , a ,fa ) = o, essendo a una funzione di 

& \y * z> dataci dall' equazione 

<2>-*<£)(0)««5 e la terza P(« y y , s , a , b) » o 
prendendo per <o , b dne funzioni in: x ,y ■> z dateci dalle 
eqnazioni (£) = o, <g) =0 . 

Indichiamo per « , t i valori di s , b , e siano le tre e- 
qnazioni suddette 

Tom. IV. 
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(i) ...:. F(*,,y »*>«»&)=* »> 
(a) 1?(x>yìZ>s t fà) = o, 

La prima è V integrale completato eoa due costanti arbi- 
trarie , che chiameremo Integrale completo ; la seconda è Y in- 
tegrale completato con una funzione arbitraria fs di & , ed a 
questa daremo il nome di Integrale generale; e la terza è la 
soluzione, particolare . Ciascuna di queste tre equazioni dà . per 

z y per (— ) e per (-) tali vaioli che soddisfanno alla mede- 

sima- esazione V = o . 

Abbiasi dall' equazione ( i ) 

( £ ) = y (x f y y a , b ) t e T equazione ( à ), ci darà egual- 
mente* 

é — )=r-r (x 9 y>s t f& ) i giacché la natura della « è tale che 

i termini portati dalla di lei variazione si annullano da se me- 
desimi . 

L' equazione ( 3 ) ci darà poi 

(g)«*-(*,jr,#,f), 

($) a r ( « , jr } * > f ) • annullandosi da se medesimi i termi- 
ni portati dalla variazione di t e di 5. 
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Ora se noi volessimo determinare i coefficienti di un pia- 
vo tangente della superficie rappresentata dall' equazione ( i ) nel 
punto corrispondente alle coordinate x , y , z > sarebbero questi 

coefficienti altrettante funzioni conosciute di x^y^a^b^ Ai jnodo 

cbe se quel piano fosse rappresentato da r ^=s À •+ Bp ^ Cq % 
si avrebbe j[ $. 306. ) 
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Nella medesima guisa gli elementi , onde il piano fosse 
tangente della superficie rappresentata dall' -equazione (a) nel 
punto corrispondente alle coordinate x , y , z ^ sarebbero 

A = *(*, >,£,/$) — xv'(x,y>*,fs) ~-j* é {*iy>*;fih 

B = Y'( x ,y , s ,fs) , C ==■▼,(* ,jr , « r fi) : vale a di- 
re i medesimi che i ritrovati superiormente* dando alle arbitra- 
rie a , b i valori s e fi . 

Dunque di tutte le superficie rappresentate dall' integrale 
completo, dando ad a , b dei valori particolari costanti * quel- 
la la quale corrisponde alla determinazione b =fa^ { essen- 
do a = s , cioè eguale ad una data funzione dello coordinate 
nel punto del contatto , funzione che è costante ia tutta V e- 

stensione della superficie ì> ha lo stesso piano tangente nel pun- 
to corrispondente ad x,y>z, che la superficie rappresentata 
dall' iutegrale generale 1 queste due superficie dunque si toc- 
cano tra loro: dunque la superficie del 1* integrale generale sa- 
rà toccata in ciascun punto da una delle superficie dell' inte- 
grale completo : da quella cioè per la quale le costanti a , b 
sono s ,fs , vale a dire funzioni determinate delle coordinate 
nel punto del contatto, e le quali come abbiamo detto, si man- 
tengono costanti per tutta Y estensióne della superficie toccan- 
te , e solo variano da una superficie toccante all' altra . 
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Ora tra gì* infiniti punti che ponno considerarsi «ella super- 
ficie rappresentata dall' integrale generale F(x,yyZ,s,fs) = o, 
debbono esservene di quei nei quali* per quanto le coordina- 
te x,y t z, siano diverse, la quantità però- & resterà la medesi- 
ma i gli aumenti portati da una ordinata compensando i decre- 
menti portati dall' altra ) di modo che sopra; questa: superficie* 
dovrà esservi una linea per la quale il valore di * sarà sem- 
pre lo stesso; durque per tutto iì tratto di questa linea Y la su- 
perficie dataci dall' integrale generale » sarà toccata da una del- 
le superficie dateci dall' integrale completo „ cioè da. quella in. 
cui le costanti a , b- sì fanno s > fs.. 

La posizione di questa linea di contatta tra queste dne su- 
perficie % ci b data dair equazione 

^ da ) "*** ( 7^^ 7f) = o » la quale contiene la condizione che a 
si mantenga costante » 

Ma r equazione (^) H- (^) (^) = o > essendo tra le va- 
riabili x>y>z* esprime ancora essa una superficie ; dunque V in- 
tersezione di questa superficie con quella dataci dall' equazione 
^(x>y, & f a ,jfa)=s o> ci darà la linea nella quale la super- 
ficie deir integrale generale e quella deli" integrale completo si 
toccheranno * 

Dunque Y integrale completo J?(x r y f z > a ,jfa) = a ovfe 

a è costante > ci darà col variarne successivamente il valore» 
una infinità di superficie successive , delle quali ciascuna avrà 
una liuea di contatto con la superficie rappresentata dall' inte- 
grale generale ; ed è facile concepire che queste linee di con- 
tatto saranno Y intersezioni mutue delle medesime superficie ? e 
che quindi la superficie rappresentata dall' integrale generale sarà 
essa medesima formata da tutte queste successive intersezioni. 

Con lo stesso ragionamento dimostreremo che la superfì- 
cie della soluzióne particolare J?(X)y>Z)8>t) = o > e quel* 
la dell'integrale completo F(a7,jr,£,a,&) — o» hanno lo 
stesso piano tangente nel punto corrispondente alle coordinate 
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XiyyZ* se alle due costanti noi diamo i valori s>t> i qnali 
sono funzioni determinate dalle stesse . coordinate al punto del 
contatto > e si mantengono costanti ia tutta T estensione della 
superficie deir integrale completo * 

Dunque la superficie della soluzione particolare in qualun- 
que di lei punto > è toccata da una delle superficie dell* integra- 
le completo , da quella cioè ove i parametri a , b sono s ,t . 
Le due superficie si toccheranno in un punto unico > poiché 

le tre superficie rappresentate dalle equazioni F(x,y > & , a , &) = o , 
( — ) = o , (^?) = o non ponuo avere che un solo punto co- 
mune * 

Assegnati poi dne valori qualunque ai parametri a , b 9 si 
potranno sempre trovare i valori di x >yiZ espressi in a , b > 
i quali corrispondono al punto di contatto tra quelle due su- 
perficie; di modo che la superficie della soluzione particolare 
sarà toccata da tutte le superficie rappresentateci dall'integra- 
le completo y dando ad a , b dei valori qualunque » Non vi sa- 
rà però che nn solo punto di contatto tra la soluzione parti- 
colare ed una delle superficie dell 9 integrale completo . 

Segue da tutto questo che la superficie dell' integrale par- 
ticolare si potrà riguardare come l' intersezione mutua e con- 
tinua di tutte le superficie dell' integrale completo > ottenute col 
far variare successivamente le costanti a > b . 

Ed ecco spiegati i diversi rapporti Geometrici che hanno 
tra loro gli integrali delle equazioni a differenziali parziali • 

§ 3*3 Nel Num # . XVII. dell'Appendice noi abbiamo da- 
ta V equazione delle superficie Cilindriche > deducendola dal- 
la maniera con la quale sono generate : per far alcuna appli- 
cazione delle cose dette sopra > troviamo Y equazione di que- 
sta famiglia di superficie > considerando la proprietà > che aver 
debbe un piano che ne sia tangente » 

Rammentiamo la genesi delle superficie Cilindriche „ Da- 
9 > ta nello spazio una qualunque linea retta > se e* immàgi nia- 
» mo un* altra retta > cui si dà il nome di generatrice , la 
» quale si muova nello spazio > restando però sempre parallela 
» alla data > e che lasci in questo movimento continua traccia 
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„ del suo passaggio, verrà a descriversi una superficie curvai 
„ e tutte le superficie generate in questa guisa hanno il nome 
„ di superficie cilindriche » . 

Per poco che si rifletta sopra la natura delle superficie ci- 
lindriche , si concepirà che un carattere dist ntivo di esse si è 
„ che un piano tangente in qualunque punto di esse, è sempre 
„ parallelo alla retta generatrice „ . 

Se dunque prendiamo s — mt , v = nt per le equazioni 
di una retta ( s , v , t sono le coordinate corrispondenti ad 
oc ,y , z ) che passa per Y origine , cui la generatrice esser deb- 
be parallela , anche il piano sarà parallelo ad una tal retta . 

Siano x<>y >z le coordinate del punto del contatto tra il 
piano e la superficie : siano p , q , r le coordinate del piano tau* 

gente > e la di lui equazione r = a -+ bp -+ co diverrà 



dz\ . e ^ *>\ t dz 



Il piano di questa equazione sarà parallelo se trasportato 
parallelamente a se stesso sino a passare * per 1' origine > coin- 
ciderà allora con quella retta data . 

Perchè il piano passi. per Y origine bisogna che la sua e- 
quazione sia tale che fatti p =5= o , j = o, ne vepga r = q ; 
T equazione dunque diverrà 

r=p( — )H-ff(~) : ma dovendo allora questo piano coincl* 

dere con la retta , dovrà 1' equazione sussistere se invece di 
t > p i q poniamo le coordinate della retta data s 7 v >t: avre- 
mo dunque 

t = s( — ) H- v( — )> ove ponendo per e,v i respettivi va- 
lori , si avrà 
i =3 m(£) -+• «( ^ ), equazione a differenziali parziali , dall' in* 

tegrazione della quale dipende la soluzione del problema . 

Ora osservo cbe essendo ( ~ ) = 6 , (£)==<?, il proble- 

ir 

ma si ridurrà a qutsto „ Trovare una superficie tale , che il 
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„ piano tangente in un qualunque suo punto, abbia tra i. coef- 

„ fidenti e, ò quest'equazione i = mb -f ne, essendo esso rap- 

„ presentato da r = a -f- bp- -+• cq „ . 

Secondo ciò che abbiamo dimostrato al §. 31 1 , ricaviamo 
da queir equazione di condizione il valore di e, e sostituito 
neir equazione del piano > avremo 

z = a+{.bx-fr ~^y > che sarà l'integrale completo dt queir e- 

qnazione a differenziali parziali; così il piano dell' equazione 
qui trovata , soddisfa alla questione . 

Per aver l' integrale generale , poniamo b=fa, e quest'in- 
tegrale si otterrà eliminando a da queste due equazioni 

z = a -f xfa -± l^± y , 

La seconda di queste equazioni ci mostra che è 
a = <p(nx — my) indicando per p una funzione arbitraria, 
della quantità tra le parentesi . 

Ridotta poi la prima: equazione a questa forma 
nz — y = na h- {nx — my )fa , si vede che il secondo mem- 
bro sarà una funzione arbitraria di nx — my -, ed in conse- 
guenza avremo nz — y =3 Y ( nx — my), equazione che rap- N 

presenterà 1' integrale generale di quella ai differenziali par- 
ziali . 

Non vi è poi soluzione particolare -, cosi il problema è so- 
lo risoluto dalle due superficie espresse da queste equazioni 

Z = a H- bx -*- 1^-2* y , 

nz — • y ss * ( nx — . my ) . 

Questa seconda equazione si riduce facilmente a quella tro- 
vata al numero citato dell' Appendice . 

Se noi facciamo J=/a,k due equazioni 
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z = a -h sfa •+ ìrr-fr y , 

nz — y = Y( nx — my ) , sona tali 

1*. Che la superfìcie rappresentata dalla seconda equazione 
b toccata per 1* estensione di una linea retta da una delle su- 
perficie rappresentate dalla prima , cioè da uno di quei piani , 
da quello cioè che si ha > dando ad a il valore che soddisfa 
air equazione 

1 ""*"*( ito ) — »(d») ==: ° ' * c ^ e s * maQ ^ cae costante per 

tutta T estensione del piano medesimo . 

a # . Che questa linea di contatto è 1* intersezione dei piani 
rappresentati da queste due equazioni 

* ij é ) — v (£) ì intersezione che facilmente si ve- 
de essere sempre parallda alla line* dato r o alla retta ge- 
neratrice . 

3 # . Che la superficie espressa dall' integrale completo > cioè 
la superficie cilindrica > è formata dalle successive e continue 
intersezioni , che hanno tra loro i piani datici dall' integrale com- 
pleto facendo variare successi vanente il parametro a . 

Tutto questo risulta da quanto abbiamo detto al $ antece- 
dente . E qui faccio osservare che Y analisi stessa maraviglio* 
samente ci spiega la genesi delle superficie cilindriche ; di mo- 
do che avendole dedotte dietro la proprietà del piano tangen- 
te , ricavata ne abbiamo la maniera di descriverle > che è quel- 
la stessa stabilita a principio. 

Relativamente alle superficie cilindriche > si pub ricercare 
T equazione di quella superficie cilindrica > che generata da u- 
na retta data di posizione > abbraccia o inviluppa una superfi- 
cie data . 

Per trovare una tale equazione osserva che la superficie 
cilin' l'ira e la data superficie si toccheranno in una linea a dop- 
pia curvatura , che determinate 1' equazioni di questa linea , il 
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problema sarà ridotto a trovare una superficie cilindrica, che 
passa per una data linea a doppia curvatura > e questo proble- 
ma è risoluto neir Appendice Num # . XVII. 

Sia F(x >y >z) == o Y equazione della superficie data : è 

manifesto che questa superficie e la cilindrica avranno lo stes- 
so piano tangente in tutti i punti della linea a doppia curvatu- 
ra poiché ivi si toccano: se dunque ricaviamo dall' equazione 

della superficie toccata i valori di (£?),(^) e li sostituiamo 
neir equazione differenziale delle superficie cilindriche 

i ss 132 C— ) ~** n (~ ) * avremo un' equazione in x >y , z cioè 

/(a?,^,2)so,. che apparterrà alla curva del contatto . Ora 

trovandosi questa curva disegnata sopra la superficie data > ha 
luogo per essa anche 1' equazione di quella superfìcie ; dunque 

1?(x ,y ,2)=o, f(&iy y s) = °> saranno le equazioni che 

determinano la curva a doppia curvatura , per la quale passar 
debbe la superficie cilindrica > onde abbracci e tocchi la super- 
ficie data . 

§. 314. Da ciò che coi abbiamo detto al §. 312 risulta che 

data una equazione di una superficie curva F( x %y , z , a >fa ) = o 

nella quale a rappresenta un parametro €d fu è una funzione 
di esso, se supponiamo che a prenda successivamente tutti i va- 
lori possibili da a = 00 sino ad <z = — 00 , si avrà una serie 
infinita di superficie > le quali tutte saranno abbracciate da u- 

na superficie comune), la cui equazione è F(a?, t y,z,5,yS) = o 1 
s essendo il valore di a datoci dall' equazione (^) -h (^)X 

( jf ) = o > ovvero la cui equazione^ è il risultato dell' elimina- 
zione del parametro a per mezzo delle due equazioni 
(O F (*»^»«ia,/a) = 0, 

Tom. IV. Q 
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Questa superfìcie inviluppante tocca ciascuna delle invilup- 
pate in una linea, che è V intersezione delle due superficie rap- 
presentate da queste due ultime equazioni (1)9 (a). 

Questa curva di contatto è dal Geometra Mouge chiama- 
ta la caratteristica della inviluppante ; ed una tal superficie 
si può riguardare , per dir così ,. come composta delle infinite 
caratteristiche , ciascuna delle quali è la curva del contatto tra 
un' inviluppata e V inviluppante comune . Se tra le due equa- 
zioni ( 1 ) , ( a ) si elimina y si ha un* equazione Y ( a?, s, a) = o , 
che è la proiezione della caratteristica sul piano degli x , z ; e 
se si elimina x , si ottiene on 9 equazione <p(y >z 9 a) = o , che 

ne è la proiezione sopra il piano degli y , z . Dando poi ad a 
differenti valori, si avranno le equazioni delle differenti carat- 
teristiche , delle quali qui sopra abbiam parlato . 

Se nella curva piana dell 9 equazione Y ( a? , z , a ) = o fac- 
ciamo che a prenda successivamente diversi valori , s' avranno 
diverse curve piane , le quali con Je loro successive intersezio- 
ni formeranno un 9 altra curva . Questa curva avrà la proprietà 
di toccarle tutte , e sarà Y inviluppante , della quale ciascuna 
projezione è l 9 inviluppata . Lo stesso dicasi per V altra equazione 

$(29.?9 a ) =30 * «k 9 equazione di una inviluppante si ha eli- 
minando a dall 9 equazione della inviluppata per mezzo della di 
lei differenziale presa per rapporto ad a . 

Ora siccome due intersezioni corrispondenti alle stesse coor- 
dinate nelle quattro projezioni di due curve a doppia curvatu- 
ra, danno un punto d 9 intersezione di queste due linee; e le 
tangenti di due projezioni sono anche le projezioni della tan- 
gente della curva a doppia curvatura , quindi è che quelle in- 
tersezioni continue delle projezioni delle caratteristiche , daran- 
no una continuata intersezione delle caratteristiche stesse , dalla 
quale nascerà una curva à doppia curvatura che toccherà tut- 
te le caratteristiche, e sarà la loro inviluppante. Le projezio- 
ni di questa curva poi saranno le due inviluppanti delle prò* 
jezioni delle caratteristiche ; così le equazioni della inviluppan- 
te delle caratteristiche saranno 

*(*,*, a) = o, (£) = o, 
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<[>(y>z,a)=*o > (^) = o. 

Eliminando a tra le due prime equazioni , si avrà la pro- 
iezione della inviluppante delle caratteristiche sopra il piano del* 
le oc > z ; si avrà 1' altra proiezione facendo lo stesso nelle due 
ultime equazioni. 

Siccome le equazioni ( i ) , ( a ) hanno condotto alle altre 
due T = o i ^ = o» cosà invece delle quattro equazioni qnì 
ritrovate , potremo prendere le suddette ( i ) » ( a ) , e le loro dif- 
ferenziali relativamente ad a > di modo che scrivendo per mag- 
gior comodo F = o , j- = o invece delle espressioni ( i ) , ( a ) , 

ed osservando che la differenziazione dell' equazione ( i ) pro- 
duce la stessa equazione ( a ) , avremo queste tre equazioni 

F = o , ^? = o, £?5=o,le quali terranno il luogo di quel- 
le quattro , e rappresenteranno la inviluppante delle caratteri- 
stiche . 

Eliminando a tra queste equazioni, si hanno 1' equazioni 
di due superficie curve , la cui intersezione sarà queir invilup- 
pante . A questa inviluppante , che come abbiam detto * è for- 
mata dalla successiva intersezione delle caratteristiche * le toc- 
ca tutte ed è da tutte toccata, il Geometra Monge dà il no- 
me di* avete de rebroussement > che vale per noi spigolo di 
regresso . 

Osserviamo che neir equazione generale F = o si trova 
una funzione fa di un parametro a , e dando alla funzione del- 
le forme diverse > si avranno anche delle superficie inviluppan- 
ti diverse , delle caratteristiche diverse , e degli spigoli di re- 
gresso diversi . 

Queste diverse quantità hanno respettivamente delle pro- 
prietà comuni, le quali ci forniscono T equazioni, che gene- 
ralmente le esprìmono indipendentemente dalla natura delia fun- 
zione fa . Queste equazioni sono alle differenziali parziali . 

Spiegheremo meglio le dottrine di questo §. con Y esem- 
pio che segue . 

§• 3*5- Supponiamo che nel piano degli x^y sia descrit- 
ta una curva dell* equazione b ^sfa^a^b corrispondendo ad 
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x,y. In un punto di questa curva siavi il centro di una sfe- 
ra di raggio h , e la di lei equazione sarà 

(* - ay h- (y -fa? -+ z x = h % \ 

Supponiamo che la sfera continuamente si muova , o che 
il suo centro corra lungo la linea segnata nel piano degli x^y % 
di mudo che il parametro a prenda successivamente diversi va- 
lori : il centro si troverà in diversi # punti di quella curva pia- 
na , e tutte le sfere anderanno successivamente intersecandosi > 
e comporranno un canale che le invilupperà o toccherà tutte • 
1/ equazione di questa superficie inviluppante le sfere sarà 

(x — ^ )* -+• (y — fs Y h* z % = li , essendo s una funzione 

di x^y y z cui è eguale il valore di a ricavato da questa e- 
quazione 

( x -— a ) h- (y — fa) (f) = ò ; ovvero essa è il risultato 
della eliminazione di a per mezzo di queste due equazioni 
(3) .. ... {x-a)-b(y--fa)(g) =o, 

(i) . : . . . (x--ay-i-(y--fay^z*==h % . 

Il sistema di queste due equazioni esprìme, tutte le super- 
ficie curve sottomesse a questa generazione , ma non si può a- 
vere Y equazione di una superficie particolare , senza determi- 
nare la forma particolare della funzione fa . Né ciò potrebbe 
essere diversamente . 

Se nelle equazioni (1)9(3) con si riguarda più a come 
una indeterminata che debba sparire con V eliminazione , ma 
come una costante che debbe rimanere , di modo che le due 
equazioni ( 1 ) > ( 2 ) non siano più riducibili ad una sola , es- 
se allora, determinano la natura e la posizione della caratte- 
ristica . 

. L'equazione (3) è quella di una retta normale alla cur- 
ava dell' equazione b = fa nel punto ove trovasi il centro del- 
la sfera: essa rappresenta anche un piano perpendicolare a qxrcl- 
lo degli ce , y y e che passa per la suddetta normale . La ca- 
ratteristica dunque è un circolo massimo della sfera generatrice , 
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ed è in un piano perpendicolare a quello- degli x , y . II cana- 
le pertanto inviluppante quelle infinite sfere, tocca ciascuna di 
esse in una linea di contatto, che è' nn circolo massimo del- 
la sfera , ed il cui piano è perpendicolare alla curva dell* e- 
cjuazione 6 —fa , la quale curva può riguardarsi come 1! asse 
curvilinea dell' inviluppante medesima . • 

Indichiamo per ( 3 ) Y equazione che nasce dalla differen- 
ziale della (a) riguardo ad a. Se nelle tre equazioni ( 1 ), (2), 
(3) si elimina, a , riguardata, come una indeterminata il valo- 
re della quale è indifferente ( eliminazione la quale non può 
eseguirsi che nei casi: particolari ) , si avranno- in x *y , &• due 
equazioni y che saranno quelle dello spigolo di regresso . Fin- 
ché la. forma: della funzione f rimane -arbitraria , il sistema di 
quelle tre equazioni rappresenterà lo» spigolo di regresso . 

Ed ecco come data Y equazione della sfera generatrice * 
abbiamo trovate Inequazioni della inviluppante >« della caratte- 
ristica , e dello spigolo» di regresso. Queste equazioni conten- 
gono la funzione? arbitraria r da cui dipende il viaggio del cen- 
trp della sfera generatrice r sopra la qual funzione nulla: abbia- 
mo pronunziata. Queste: equazioni sono generali per tutte lp cur- 
ve sottomesse alla medesima generazione . 

§ 316. Se ora fosse proposto di ritrovare l'equazioni del- 
le superficie dei canali r di cui Y asse è una curva qualunque 
.piana ed orizzontale* e di. cui le sezioni perpendicolari a quest'as- 
se sono circoli di raggio costante,, facilmente si concepisce che 
le dimandate equazioni sono- quelle delle inviluppanti un nume- 
ra infinito di sfere , delle quali abbiamo qnì «opra parlato . 

Noi le abbiamo ritrovate considerando il movimento della 
sfera generatrice .. Cerchiamo ora Y equazioni, di .siffatti canali 
per altra via. ' 

iia -superficie che qtiì consideriamo^ -casendo* Y. inviluppali- 
te di una serie di sfere, del medesimo raggio , è chiaro che iL 
suo piano tangente si confonde co! pian tangente -della sfera in- 
viluppata » che la tocca nel medesima punto . 

Qualunque poi sia la curva che forma Y' asse , Y angolo 
che il pian tangente della superficie fa coir orizzontale per un 
punto di con tatto preso ad una certa alrezzn , debbe dunque es- 
sere eguale a quello che fa col ptedesimo piano orizzontale iL 
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piano tangente ad una delle sfere inviluppate per un punto di 
contatto preso alla stessa altezza : ora 1* equazione del piano tan- 
gente essendo ( §• 306 ) * 

r = z - *(g) -*(•£) ■+ (£)P ■+ (g)5, il coseno dell' an- 
golo che questo piano fa col piano orizzontale è ( Appendice 
Nam°. V ) . 

cos = -jj -j~ — ... ; di più essendo h il raggio co- 

stante delle sfere inviluppate « ed a , 6 essendo le coordinate 
qualunque del centro di una di queste sfere » 1' equazione del- 
la superficie di questa sfera > sarà 

Ricavando ora da questa equazione i valori di (|?) e dì 
(t) P er sostituirgli nelT espressione del coseno dell'angolo, che 

il piano tangente di questa sfera fa col piano orizzontale , si 
troverà 

cos =3 -7-r - = ■£ : dunque egnaglian- 

do i valori ili questi due coseni , nei quali z è la stessa in 
ambedue» poiché i punti di contatto sono presi alla medesima 
altezza» avremo 

(a) *• { 1 •+ (~J •+ (%)*} = h, per V equazione 

generale delle superficie che esaminiamo . 

E qui osservo che quest' equazione a -differenze parziali » 
ha per integrale completo la medesima equazione della sfera 

(x — a) 2 H- {^ . — b ) a H- ** = A* 1 e per integrale generale 

il sistema delle equazioni ( i ) , ( a ) del §. antecedente * 
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Si vede dunque che la superficie dei canali a sezione cir- 
colare è espressa da una sola equazione a differenze parziali* 
ovvero dal sistema delle dae equazioni (i)>(a) senza diffe- 
renziali. 

La caratteristica della Superficie , cioè k curva di contat- 
to di questa superficie inviluppante eoa ciascuna delle invilup- 
pate r è io questo caso la linea della massima pendenza della 
superficie > ovvero , ciò che è lo stesso, di tutte le curve che 
sono sopra la superficie e passano, per lo stesso punto , essa & 
quella la cui tangente in quel punto fa il massimo angolo col 
piano orizzontale . 

La tangente di questa curva è dunque perpendicolare ali 9 o- 
rizzontale condotta nel piano tangente ; ed infine la proiezione- 
orizzontale di questa tangente è perpendicolare alla traccia o- 
rizzontale del pian tangente. Ora x>y,z essendo le coordina- 
te del punto della caratteristica 9 che è anche il punto del con- 
tatto del piano tangente > T equazione della proiezione orizzon- 
tale della tangente è 

q — y =2 (p — cs) (^) essendo p * g le coordinate della me- 
desima . 

L r equazione dèlia traccia orizzontale del pian tangente > 
o dell 9 intersezione di esso col piano degli a? > y >• è 



Ora dovendo queste due lìnee segarsi ad angolo retto, se. 
aggiungiamo il prodotto dei coefficienti di p a quello dei coef- 
ficienti di q , la somma ( Appendice Nura°. I. ) dovrà essere nul^ 
la ; dunque Y equazione della proiezione orizzontale della liiw;a 
della massima pendenza è. 

(£><*>-(£>-•- 

Le due equazioni dnnqne della caratteristica daranno» 
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Lo spigolo dì regresso della superficie tocca in ciascuno 
dei suoi punti una delle caratteristiche: le due curve- avranno 
dunque una tangente comune ;• dunque la tangente dello «pigo- 
lo di regresso per un punto di contatto, preso ad una certa al- 
tezza , fa col piano orizzontale lo stesso angolo tsbe la tangen- 
te della caratteristica , per un punto di contatto preso alla me- 
desima altezza* Ora x,y^z essendo le coordinate del punto 
del contatto preso sopra lo spigolo di regresso , la tangente di 
questo spigolo fa col piano orizzontale- un angolo , il coseno del 
quale è 

<cos sa-- , „ — 1 — — — t- — t > considerando y , z come funzio- 

V{- -(£)'-(£)■} 

* 

ni di x dateci dalle proiezioni dello spigolo tli regresso . 

Di più la tangente condotta ad un punto di un circolo 
verticale ad una altezza z , fa col piano orizzonta Je un ango- 
lo il di cui coseno è 

cos = 2- j indicando per A il raggio <del circolo ; dunque Y e- 
quazione dello spigolo di regresso sarà 

•7-7 3 1 — =; = t 1 ovvero 



(c) a 1 ( dx> H- dy % h- dz % ) = fc*( dtf H-d/ ) , 

dy , dz tenendo luogo di (^) dx > {j x )dx . 

Si vede dunque che la -superficie inviluppante è espressa 
da una sola equazione (a) a differenze parziali <> che la carata 
teristica è espressa dal sistema di due equazioni {&)?(£)» l a 
prima a differenze parziali , ^e la seconda a differenze parziali 
e differenziali ordinar) ; *e lo «pigolo di regresso è «spresso per 
una sola equazione a differenze ordinarie . 

Integrata la prima equazione, si ha z dato per x,y, fi 
questo valore differenziato rapporto ad x e ad y e sostituito nella 
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seconda ci dà una vera equazione a differenze ordinarie in jx , y . 
Questa integrata , si trova il valore di y espresso per x , .e quin- 
di quello di z egualmente espresso per x . 

Per concepire come la sola equazione (e) serve a defini- 
re lo spigolo di regresso, ^osservo .che .essa ci dà questa pro- 
porzione 

V{iH-(g)H.(^)}:V{ I ^(Ì)}--^^ aguale ci di- 

<ce che lo spigolo di regresso debb* .essere nna .curva nella qua- 
le abbia luogo questa proprietà.. 

Ora se dopo aver descritto sopra un piano verticale { qua- 
dunque la circonferenza d* un circolo di .raggio h , »col .centro 
nella orizzontale > si piega questo piano sopra la superficie di 
un cilindro circolare a base qualunque, la curva .a doppia »cur- 
vatura f che formerà la circonferenza di quel circolo , avrà i°. 
la proprietà contenuta nella proporzione sopra «espressa : a°. >que- 
sta curva sarà la sola .che goder possa* di questa proprietà: dun- 
que .essa sarà lo spigolo di regresso del .quale parliamo > .e ja 
sola .equazione (e) basterà a determinarlo . 

<§• 3 l 7- Si potrebbe proporre il problema con maggior ge- 
neralità ; cercare .cioè l'equazione .della superficie curva $ «che 
abbraccia o inviluppa una serie ; di sfere variabili .di raggio > i 
.centri delle quali sono distribuiti «sopra nna curva qualunque . 

Senza trattenersi ad esaminare gli accidenti tutti di siffat- 
te superficie * /aremo .osservare, che se .néll 9 equazione generale 
f di una sfera 



(x ^,a) .h- (y — t hy ,h- (a — /e)* = Ji supponiamo le 

coordinate del centro /unzioni qualunque jndeteeminate del rag- 
gio , se facciamo cioè 

a —fh ì .b = iph , fi a» yh , .avremo V -equazione ideila «fera 

« * 

generatrice 

( x —fh ■)"•-*•( r — <f>h )'d.(? — Tfc )' = ti i Y ^aziono 
della superficie .inviluppante jjarà 

Tom. 7K Jt 
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( a? — - f s )* Zt. (y -+ <ps y -h ( z — Ys )* = h* , essendo * u- 
guale ad h funzione di x y y , z dataci dall' equazione 

(«-/*) (£) ■+ (*-♦*> <S) -* ( s - *») (S> = - h: 

la. caratteristica poi è 1' intersezione delle due superficie rap- 
presentate da quest' equazioni 

[ X —fhy H- (y — <f>hy -+ (« — TA) f = A*, 

(* -/*) (f ) -+ (J - **) (g) ■* (* - **) (?) = - * i 

differenziando quest'ultima equazione relativamente ad A, avre- 
mo il sistema delle tre equazioni , che rappresenta lo spigolo 
di regresso . 

Non ci estendiamo di più sopra Y applicazioni di questa 
dottrina , la quale riguarda la generazione delle superficie cur- 
ve , è la maniera di trovarne le equazioni , sia deducendole dal 
modo con cui sono generate , sia dalle di loro proprietà . Cj 
tasti di esserci assai inoltrati in essa , onde non abbiano diffi- 
coltà i nostri Lettori per progredire innanzi • A tale oggetto 
noi li consigliamo a leggere Y Opera del Sig. Monge citata su- 
periormente ( §. 310 )* la quale è una delle poche originali o- 
pere, che siansi pubblicate nella fine dello scorso secolo. 

§ 318. Nelle superficie ha luogo la ricerca dei massimi e 
dei minimi còme nelle curve: si può, per esempio, dimandare 
quali esser debbono i valori di due coordinate oc<>y> onde T or- 
dinata z funzione di esse sia massima o minima . Non ce ne 
occuperemo, imperocché siffatti problemi dipendono dalla teo- 
rìa generale dei massimi e minimi delle funzioni a più varia- 
bili > teorìa da noi estesamente sviluppata nel Gap. IV. Solo 
faremo osservare che Y ordinata z di una superficie è massima 
o minima nel punto in cui il piano tangente è parallelo a quel- 
lo òegY x,y: questa condizione è adempita se si fa (~) = o, 
(^) = o, e tali equazioni determinano i valori dio? e di y > 

cui corrisponde Y ordinata z massima o minima: ciò combina 
precisamente con quanto è dimostrato nel luogo citato qui sopra • 
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§. 319. Terminiamo queste applicazioni del calcolo diffe- 
renziale alla Geometrìa con parlare della cubatura dei solidi , 
e della quadratura delle superficie . 

Sia NML la base di un solido LNEFM nel piano degli _, 
x>y. Sia PM=^, AP = a?, MF = a. Indichiamo per S 
"F{x,y) funzione di x>y la solidità di questo solido, di mo- 
do che sia F(x,y) = LNEFM. 

Supponiamo che x diventi x •+ co , essendo w == Pp , ed 
allora la fetta di solido MLEFo/aSH sarà = F(x-hco, ) y) — 

F(x,y). 

Se nell' espressione di questa fetta di solido , supponiamo 
che y divenga y -f. , essendo mh = , avremo la solidità . del- 
la porzione Mnhmoqr'F = F(a? ■+ w >.?-»••) — F(a?-t-w,j>) — 
F(a?,^ -+ «) -I- F(*,>). «S 

Ora se noi sviluppiamo queste funzioni in Serie, si avrà» 
rappresentando per P quella porzione di solido, 

P = «K^^T") H- T; la quantità T significa il complesso dei 

termini , che uniti al primo compongono 1' espressione di P , e 
questa è della terza dimensione relativamente alle quantità co, 6. 
Ora se noi supponiamo che in quella porzione P non ca- 
dano né massimi né minimi , ciò che si può , essendo arbitra- 
ria la posizione del punto M del solido , ed arbitrarie le gran- 
dezze degli aumenti w , , è facile vedere che quando si rap- 
presentino per a' , a" la maggiore e la minore delle quattro or- 
dinate MP , /z r, hq , mo , il solido P sarà minore sempre di 
w0a', e maggiore di wda". Ma z è una funzione di a?,jr, co- 
sì rappresentandola per /(*»>)» quelle quattro ordinate saranno 

/(*•»>)» /(*iJH-*)> /(*H- w,jH-0, /(w-fr tt,jr). 

Se dunque la seconda e la terza per esempio , sono quelle da 
noi chiamate a', a", avremo sempre 

P < wfl/( »,^-h8), P > wfl/( x h* w ,y h* • ) » ed in con- 
seguenza 



\ 
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ut (£|) •+ T > wfl/(* h- (à. t y -+ ) % 



ovvero 

wd ( t? ) H- T > wte H- wflS , 

u j ( ~) i h*T< wflfc H* wdV ,, ove i termini wftS , wflV , T 

sono, quantità della terza dimensione relativamente ad! w , . 

La differenza dunque tra i due. prismi sarà sempre mag- 
giore; della differenza tra il solido. P ed uno, di essi .. Dunque 

wA{S— -V} >wfl {i£jì^ z } Hr-T— «SS:, acciò, sussi- 



ixdy/' -'• 

sta sempre: questo, rapporto), comunque piccoli possano» prender- 
si w- e $ >, bisogna che. sia 



«f»F 



(—) = 2 ;; dunque F =»//*<!* cTjr- 

Per cubare- dunque- ni* solido, qualunque „ conviene- pren- 
dere: 1' integrale doppio, della quantità zdxdy» in: cui z è una 
funzione conosciuta di x : , y .. Riguardo, a siffatte integrazioni ed 
alla maniera di completarle ,. io. rimando, i. miei Lettori al Capi- 
tolo- VI* ove ne abbiamo estesamente pai lato.. 

Osserviamo, che considerando, il solido, come una funzione; 
di x %y- » z y si ha 

t-i?^-Y== t, e quindi F ^pdxdydz: così la solidità F è 

* d&Ay.d*. * 

sempre eguale; all'" integrale triplo dell' espressione, differenziale. 

dxdydz.. 

§. 320. Cèrchiaino» la misura delta superficie: curva: di nn> 

qualunque solido. 

E v principia ricevuto da rutti i Geometri e d* altr'onde è 
per se evidente , che di due curve dotare dei medesimi limiti , 
e che rivolgono» la concavità dalla medesima parte ,, è sempre 
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maggiore quella che comprende entro di se V altra - Ora indi- < 
chiamo al solito per ¥(x,y) T espressione della superficie da **g. ~ 
noi cercata % e se consideriamo nella Fig. 7 la porzione P del 
solida > del quale- abbiaci parlato al §. antecedente , e- che fa 
parte della Fig. 6 ,. comprenderemo? facilmente che un ragiona-, 
mento simile al già fatto per la solidità x ci darà la. porzione, 
della superficw 



Fogr = coi (~ ) Hr S , essenda S una quantità della terza di- 
scensione relativamente alle w , ft •. 

Ora dal punto. F si conduca il piana FBCD tangente del- 
la curva iu F >. e che incontri le ordinate prolungate in. B»,C,D» 
e così formi il quadrilatera FBCD. Si conducano le rette Fo* 
oq > qr*rF ,Fq y onde sì formino, i due triangoli Fog,Fr<f 
al disatta della superficie .. Consideriamo anche il triangolo F rD , 
e quello FoB. 

Fingiama che si abbiano altre tre porzioni di solida egua- 
li in tutto e per tutto a quella disegnata nella Fig- 7 , nelle 
quali siansi condotti i respettivi piani tangenti e le respettive 
linee come nella prima .. Si dispongana questi quattro solidi iti 

moda che le faccie eguali e simili m'Bflh y hCDn da solido 

a solido si combacino- tra laro r e non è difficile a concepire 

che in questa operazione le quattro superficie curve % come Frjo* 

± 

formeranno una volta la cui superficie sarà quadrupla di Forq. 
Sotto a questa volta ve ne sarà un* altra composta di. otto tri- 
angoli , quattro dei quali saranno eguali ad Foq> e quattro. ad 
Fqr; queste due volte avranno i medesimi termini .. 

Sopra la volta formata da quelle quattro porzioni di su- 
perficie curve , ve ne sarà uu* altra formata dà quattro, trape- 
zi come FDCB , e da otta triangoli come FoB , FrD . Que- 
sta volta egualmente che le altre due avrà i termini medesimi 
di esse. Ora,, secondo, il principio qui sapra stabilito, questa 
ultima volta sarà maggiore della volta fatta dalle superficie cur- 
ve , e questa di quella sottoposta fatta dagli otto triangoli . Le 
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Fis *r 5 uar ^ c P art * d 00 ^ 6 di queste tre volte avranno tra loro gli 
stessi rapporti^ così sarà 

triang. Frq h- triang. Fqo < superficie J?nqt>i 

sup. J?rqo < triang. FrD -*• frapes. FDCB h- triang. F«B. 

Esprimiamo analiticamente questi rapporti . 

Il trapezio FDCB eguaglia la proiezione TSImhn = col 
divisa pel coseno della inclinazione ilei piano tangente , in cui 
si trova il trapezio ^ col piano degli oc,y: questo coseno è ., 



FDCB ■« (ol)V{i •*.(£) , H-.(S) , >- 



{«•*■•(£) -T-0>-f{^(g)H.»>«««RH.P, 



Il triangolo FoB = oB . ^ = { /»B — mo} . *!? 

? 

ove R esprime ciò che debbe moltiplicare w% ^ P il comples- 
so di quei termini che seguono . 

il triangolo F rD « «'R' ~-j- P' ; dunque 

FDCB H-FrD-^ FoB = toflV{i ^ (*)'-* (*) m }-i-T, 

essendo T una quantità composta di termini di dimensioni mag- 
giori della seconda relativamente alle w , . 
Nel triangolo F50 , si ha 

(Fo) a = (MaO*-#..(»o — MF)\ 

( 02 )" = t «& )* -*• "(*Sf — »o')' , 

(Fg) 1 = (Mot)* h- (wA)* -+ {hq — MF)*; 

ora M« = w , mh = U mo = z-t-u>(— ) h- ec. * 
Ay = 3 H- « (Jj?) h- * ( J) H- ec. , MF = & ; dnnque 



y 
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(Fo)'-«*<ih.(S)*>-|.H > %•? 



(o S )*=«'{i-h(gf>H.H\ 

(F 3 )' =/ + «■•)• {«(£) ■+ ••(£).}*-*• H*. ove H.H'.IT 

sono quantità di nna dimensione più alta della seconda relati» 
vauiente agli aumenti co , . 

Ora T area del triangolo F^o si sa che è- 

i- V(4(Foy . (og) m - ((Fo) m -h (og) a - (*«)T} : sosti- 



tuendò dunqne in quest*" espressione i valori che noi abbiamo 
trovati per Fo>og>Fg, troveremo una. quantità di questa 
forma 

Se questa espressione si sviloppa in serie * è facile vedere r 
che avremo 

Fog = £ V{ » •+ C£** ■+ (g) 1 } •+ O > ove O indica una 

quantità di dimensione maggiore* della seconda relativamente 
ad o) 9 r 

Nella stessa guisa troveremo* 

F ^ = ~ V{ * -*■ (£>' -+ Cg) 9 > -*• O' ; di modo che 
Voq h- Fr ? = w oY{ t .* (£)* -*- (£)*} -*• O -h O'V 

Per la natura dunque delle superficie curve r dovrà esse» 
re sempre 

w 'V{i •+(£)* •+($)'} t-O^a-:»! (£]•!• 8, 
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« V{« H- (£)* •+(£)'} H- T > W | («) •+ S , ovvero 



T-0-ff>».[V{.4(f)'H-(^}-(g)]^ 

T — S 9 ove il primo termine del rapporto è composto ài quan- 
tità idi dimensioni maggiori della seconda . - 

Ma siccome non annullandosi il coefficiente di wfl , si po- 
trebbero determinare gli ;au menti in ,tal modo che questo rap- 
porto non sassistesse , ciò che è contrario al carattere indispen- 
sabile delle superficie curve ^contenuto flell* ^enunciato principio? 
•dunque è .gioco forza .che .sia 

V{« ■+ <£y •+ tp} - <.£& - oi * di <** segue *» 



Cosi per vivere la superficie eli un solido «qualunque , *cpn- 
vlene prendere .l' integrale .doppio -di questa differenziale 

V{«H- .(£)*-*• (p}dxdy. 

é 

Gli esempj schiariranno questa Teoria . 

§. 321. Si rammenti qui ciò che abbiamo ai §§. 176 e ;seg. 
relativamente ragli integrali doppj ; anzi sarà bene che i nostri 
Lettori rileggano tutte quelle ^dottrine . 

Supponiamo v che BAC .sia ,il piano degli x,y .orizzopr 
l ^ m 'tale; A l\origine delle coordinate; AB Y asse .degli xì AG 
quello degli y. Col gaggio .A E = a sia descritto il quarto rdi 
circolò ,EGF > sul quale sì appoggi una quarta parte di' semi- 
sfera ,. e .cerchiamo ;Ia solidità «di questa 'porzione di .sfera . 

/La solidità ricercata «sarà .P = / 3 dxdydz . Si faccia la pri- 
ma integrazione jTelativamente ,a 2, e si avrà P = f 2 zdxdy~ 
Ora conviene rporre per z il suo yalore in oc , y dato dall' e- 
«quazipoe stella superficie -sferica^ ifyv cioè 



\ 
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2s^/(a' — »* — y*)t onde la solidità si estenda sino alla «. 
superficie medesima, «d avremo 

P =//V («* — e — y) dxdy =fdxfy/{<?— x* — y*)dy. 
Noi abbiamo sviluppato questo integrale «doppio -al §. cita* 
to » ed abbiatn trovato 



ora la costante C per modo > <che la solidità 
svanisca quando w = t> » * si 3vrà <C = o ; se poi vogliamo 

estendere V integrale sino ad «taa, avremo IP = J a* , « 
tale sarà la solidità di un qnarto di semi -sfera, 'da -cui sì ri- 
caverà quella della intera sfera = — a* . 

•3 

Supponiamo t>ra che non si voglia jjìà T ottava parte 'del. 
la sfera , ma soltanto quella porzione , «che si -appoggia alla ba- 
se rettangolare fflK A. _ 

Rappresentata «egualmente la solidità per 
P = fdxfV (a* — «■* — >* ) dy 9 si ha per -una prima Inte- 
grazione 

Are sen V( ^ j>>) . 

Ora facendo AK = e , AH =/, «estendiamo -quest* inte- 
grale da y = o ad y ==/ , <ed avremo 

Tom. IP. S 
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V ~fdxf>/ia*-~ X *-f)dy=,{ffV{a*--f-- s > )dx ^ 

-f{c? — a? 1 ) Are, sen — £_ .da?, e qnest' integrale do- 
vrà prendersi tra i limiti x = o , x = e . 

1/ integrale del primo termine del secondo membro si ha 
subito : esso è 

Are. sen. ,. * ^ . 

Riguardo all' altro termine osservo > che essendo 
d. Are- sen -——- —. {a *_ x . )t f*s_ r _ xt) , si avrà facendo 
l' integrazione per parti , 
/( o 4 - a» 1 ) cfo ^rc. *?* y( ,£ < . | = ( «*« — j ** ) X 






Per integrare qnest' ultima , si avverta che 

Are. sen ^../h*--,') = f ^-*wt!-r-*) ; * nindi 
ponendo 

(tf ._ j> . .,,._„_ : vediamo se possiamo determinare m 

in tal modo che sia a a jc* — i- a? 4 -f. ma/* divisibile per a* — a?* : 

Ora ciò succede facendo m = — ^ , e si ha il quozien- 

3/ 

te — *** ~ *- ; dunque 
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( 2tf» — *»)</* 



I / * ( 2a* — *» ) </* 



E poi 



/ V ( ( 7»'~r- P") aS3 i ( 3«* — /* ) -^rc. sev* 



■5- arA/(a* — /** — a? a ) , e perciò 



(*' — $«*)**4» 



A 



i(3a 9 -+/*) ito. sen ^—^ -~ £«•(<*•-/'-.«•)! 
sarà pertanto 

/( a % — a? a ) do? ^frc. *e/2 / - = (a 1 * — - *') ^rc se/zX 

v(« — * ) v 3 ' 

*/*) ^ne. seri ^^ H- ■!/* • (a* -/' - *• ) . 

La solidità dunque della porzione sferica che si appoggia 

al rettangolo AHIK si avrà facendo a? = e ; sarà 

S 

P = 7 */V(a\- e* - /» ) h- -J-/C a* -/• ) ito se* X 

— efy/(a* — e* — /*) , la quale espressione si riduce co- 
me segue 

-7«/V{«" -/' - e') h- '/(sa- -/')* 



V 
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^ Are. sen V( /. r> -* £ e(ga» - e 1 ) ito.se/z ^^^ - 

-i tt' ^C «C/1 — -j j£-; jrr . 

g Se il termine I del rettangolo si prolungasse sino alla pe- 

riferia , onde si avesse e % -+/* = a** il prima termine di P 
svanisce , e gli altri tre archi circolari divengono di 90* , ov- 

vero — ; sarà allora 

sendo /«=«= •(<** — » e % ) t 

P «■£"{(*** H- •*) v^a* — e 1 } — aa 1 H- za*e — e'} . 

Questo solido diviene no massimo se f = e = -£- » e si 
ha allora ' 

P bb Zf. , j5- > ^1! . La solidità dell* ottava parte della sfera è 

iaVa 

> 

— a? ; così il nostro solido starà all' ottava parte della sfera co- 

6 . 

suo 5 — ay'ft ; «v^fl • 

Se il ponto I non pervenga alla periferia e sia f = e > 

avremo 

P = i. cV(a* — ae<?) -j. .1 e (33* — e a ) Are sen v (/_,.) — 

— a 1 Are. sen -~\ » onde se prenderemo per e tal quanti- 

tà che stia 
ArC.sen : ^~^:Arc.sen : ^ % ::a , :e{z^--- eX )^ fl sol£ - 

do P sarà espresso algebraicamente . 

§. 322 Cerchiamo ora il solido che si appoggia ad una 
qualunque base STPV, ed indichiamo al solito per P la so- 
lidità . Avremo 
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P ^f/fdxdydz=/fzdxdy^fdxf( a* - »•• — /)#,. pig 

estendendo le. integrazioni tra i limiti dell* * e, dell' y . 
Una. prima, integrazione, ci. da. al. solito, 

^ rc JCJ1 . / . ;, supponiamo, che. la. natura, della, curva 

che forma la base del solido , ci dia. per gli estremi; valori 
delTj? , y « NV •— r,->= MT = jf.,. ed. allora. 1» integrale 8 
ottenuto,, esteso, tra. questi, limiti,, sarà. 

JL{,V(a m — ** — r*) Hr (a* — a??) ^*c. « %,(/.!«. ) — 
ff ^ ( a » _ ** - 5* ). - (a! - tf ) Are. sen^^^} • 

Questi valori di y ponno- essere: funzioni di. a?;, così la so- 
lidità cercata, sarà: 1! integrale di. quest'ultima* espressione mol- 
tiplicata: per dx esteso* tra i valori estremi della; x , cioè tra 

* c= AL ,, ed. x: = AO .. 

Quando si fosse cercato- il solido, che *i appoggia, sopra la 
base ARDQ ,- dovremmo- allora porre- «eli* espressione, supe- 
riore y ass q = o , y = r, =- AR ' , e sii avrebbe 
V = ±fdx{r^(a % -x % -r % )+(a*-x*)Arc,sen 7 ^^ 

dovremo poi estendere quest'integrale da. x = o sino ad a? = 
AQ . S* avverta che r è una; funzione- di a? data: dalla natura 
della curva RDQ. E qui supponendo, incognita la relazione 
tra a? ed r, si potrebbe cercare; quella che rende esprimibile 
algebraicamente il solido che si appoggia sopra la base ARDQ . 
Noi però non ce ne occuperemo 

Se attentamente noi consideriamo le determinazioni degli 
integrali date qui sopra , vedremo che i valori estremi della a? 
sono presi in tal modo, che se la curva della base rientra in 
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' Fie. se stessa ., uno è massimo e V altro minimo . Questi due va- 
lori si ritrovano se si eguagli a zero (~) secondo il metodo or- 

dinario , considerando x come una funzione di r. 

Quando poi Ja base non è terminata da una sola linea cur- 
va , ma da una qualunque porzione RDQ> Ja cui base AQ 
sia la massima 9 allora il minor valore di x è zero, .ed il mag- 
giore b AQ, e questi sono i limiti tra i quali estender «si deb- 
be la seconda integrazione: i limiti poi riguardo alla prima, so- 
no i termini dell' ordinata r della curva RDQ , il minor dei 
quali è zero . 

Data dunque una qualunque base , bisogna esaminare scru- 
polosamente la di lei figura , onde assegnarne per ogni verso i 
termini , per quindi estendere le integrazioni tra i limiti ohe si 
conviene . Simili indagini debbono farsi per qualunque integra- 
. le doppio o triplo ec. che ci venisse proposto . 

§ 3%3 Facciamo cjualehe esempio per la misura delle su- 
perficie curve. 

g Si cerchi la superficie dell' ottava parte di una sfera > la 

quale ricopre il quadrante AEGP. 

Indicando per P questa superficie* si ha la formula 



Poniamovi z = */ ( a — x 2 — y* ) > ed avremo * 

adxdy 



ff: 



V(«*-**-7*) 



.ovvero 



P = a/dx f-j—J^—, 



Se noi supponiamo x costante , si hi 
f &- — -j-t = Are. sen -j-r-4- — - - 

Qaest' integrale esteso da y = o sino ad y =3 \/{a % — »* ), 
diviene 
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r„_*L__ « Are. sen £4=^ = Are. seri i = * . Si b* Fi S' 

dunque 

P s= — fdx = — r estendendo questo secondo integrale da x = o 

sino ad » = a • > 

La superficie dell* intiera sfera sarà dunque 8P = 4to? , 
cioè eguale a quattro circoli genitori come si sa . 

Proponiamoci ora la soluzione di un celebre Problema co- 
nosciuto sotto il nome di Problema Fiorentino . 

Consiste questo neir „ assegnare geometricamente in una 
» superficie sferica una tal porzione che possa esprimersi al- 
» gebrarcamente n - 

La porzione di sfera sia quella che copre la base ARDQ, g 
e si cerchi la natura della curva RDQ . 

Facendo Kg = x , gli = y , ed indicando al solito per 
P la superficie che copre la base AgUR ,. avremo 

P —f fiji *,^ tm > e ^°P° nna P 1 *™ integrazione 
P = a fdx . Are. sen —— ^ — r* • 

E" questa l f espressione di quella porzione di sfera , la qua^ 

le copre T area indefinita A^UH; tutta la difficoltà dunque 

è ridotta a trovare tra x , y una tale equazione algebraioa , che 
la porzione della superficie sferiea corrispondente all' intiera 
area r sia esprimibile algebraicamente . 

Senza andare avanti nello sviluppo dell* ultima formula f 
permutiamo le variabili di queir integrale doppio, e facciamo 

* = 7C7T7) » y ** TTT^ ' e ne avr€mo P oi 

Secondo la regola del §. 177 questa permutazione ci dà 
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stdtd* 



gg/rM^tv^/ !.^ ,m > ove si Ponderi 

qnel segno che rende il risultato positivo • 

Facciamo una prima integrazione supponendo u costante » 



e sarà 



/7(7^J- X3 - ^ -**) = « - V(a* - O , deter- 
minando la costante TI in modo che svanisca T integrale quan- 
do £ = o . 

•Avremo pertanto 
T = a/^s {« — V(a' —**)'} = =* {a'. Arctaagu — 

-Con facilità si può rendere -quest'ultimo 'termine asgolata- 
mente integràbile ; imperocché 'eguagliamolo ad una -funzione 
qualunque mlgébraica 'di u > e sia V; si avrà allora 

P = =t -fa' '. Arc.tang u H- V} , e poi 

Qualunque 'funzione algebraica dunque si prenda per V , 
darà una relazione algebraica tra t ed u , «dalla -quale si rica- 
verà nna Telazione algebraica tra x,y ed in conseguenza una 
soluzione f del .problema-, come 'or' ora vedremo. 31 problema 
dunque potrà 'risòlversi in infiniti modi . Consideriamone i più 
sempiici . 

JPacciamo "V s=1!|iL±Z^ ,»e si avrà 
(5) = — ^toz*?; quiadi liquazione tra * *d a sarà 
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V(a' — f) 
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— *• 



Da questa risulterà V equazione della curva cercata 

V(**~4.y.) (a- —.»• -yj =.«, _ ilBa . , e ^ iIfuprtfitfo x 

quella porzione di sfera sarà 

P =*'. JlTCtangu h. -Cg£J , c<}Tvero ;SOstìtMB(fe ^ u 

;per f i Tespetdvx valori io a? ,y^ 

.*• . ^.ttvZ. H-Jf^j : ubiamo tralasciato a *dop- 

;pio *egno , ma ci rammenteremo di moltiplicare per ~ il *e~ 
<condo rmembro, so mai .ci risultasse negativo , -onde *arto io* : 
nar positivo . 

Se ora -si suppone # = o , .a = a , avremo 
•=-«*. jarc. fong- — -$. __j«iL , , e i» equazione della curva 
sarà WV - X ^ y-y^ , o^i, y = nx _ x , di ìB)fc 

che fa,cnm «DQ ,„à *„ «^circolo decritto «opra a rag- » 
3Jio JLJ< =s,<z -come diametro . 

Estendiamo .questa .superficie .da x =* o sino ad » = a , 
«a avremo 

= — a . ^ ^ «* , cn i ^ a ngi an{ j j se g ni ^ondo ji ^ ett0 so . 
l>ra , troveremo 

— "1 ** > -ovvero 

P = j , superficie della -sfera — n* . 

« abbia «rf ocebio la figura o , * la porzione « super- 
fé CErT.' atE *" * ^ ^ UelIa ' la * aaIc "*» I«ta- 9 



Tom. ir. m 
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jij- Ora la saddetta porzione di superficie sferica è eguale al- 

" la superficie dell' ottava parte della sfera meno quella porzio- 
ne che copre il trilineo CBSAREC ; dunque quest' ultima 
9 porzione: eguaglerà il quadrato del raggio a. 

Abbiamo pertanto ritrovata una porzione di superficie sfe- 
rica r quella cioè che copre il trilineo suddetto quadrabile . 

Essa eguaglia il quadrato del raggio G A 

Questo problèma fu proposto da Viriaui ai primi Coltiva- 
tori del Calcolo Differenziale , e fu enunciato così . 

„ In una volta semisferica voglionsi aprire quattro fine- 
„ stre.» si dimanda di farlo in modo che la superficie della volr- 
,, ta 9 che rimane , riesca qnadrabile M . 

Per una maggiore estensione in esso rimandiamo i nostri, 
Jifitmri al Tom. IV dei novi Commentar; di Pietroburgo . 

È qaì poniamo fine air applicazione alla Geometrìa . 
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Ulteriori Applicazdani 

m 

alla Meccanica 



§• 3 a 4- hJ °i C1 estenderemo sopra queste applicazioni 
-L^l assai meno di quello che avevamo divisato* 
poiché H Volarne dell' Opera si è già aumentato oltre i limi- 
ti da noi prescritti . 

Al §. 94. considerato abbiamo il movimento che si fa ia 
«na curva tutta situata in nn piano ; parliamo ora del moto per 
una curva a doppia curvatura qualunque . 

Movendosi un corpo in una curva a «doppia curvatura con 
«un movimento del quale è determinata la legge , il punto BI 
nel quale questi -si trova, dipende dal tempo per cui è seguito 
il movimento . La posizione dunque del punto M sarà una fun- 
zione del tempo . Sia riferita la curva del movimento a tre as- 
si ortogonali, e siano x>y,z le coordinate del punto M . La 
posizione dunque di esso è determinata da queste coordinate : 
esse dunque sono funzioni del tempo , e perciò ciascuna di lo- 
ro può rappresentare uno spazio rettilineo descritto da un mo- 
vimento , espresso dalla funzione del tempo , alla quale è egua- 
le la stessa ordinata . 

Sia dunque a? =/(£), j, = F{£), * = MO» deter- 
minato t y sono subito determinate le coordinate a?,j>£, ed in 
conseguenza il punto M ove trovasi il mobile . Ora supponia- 
mo che oltre il vero corpo che movesi nella enrva , vi siano 
tre corpi fittizj , uno dei quali si muova neir asse degli x , 
T altro lungo Y asse degli y > ed il terzo lungo quello degli z , 
e che i moti di essi siano respettivamente espressi da queste 

equazioni x =zf(t) > y =z J? (t) <> zt=^(f): è manifesto 
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che i tre punti dei tre assi nei quali si troveranno ì tre cor- 
pi immaginati, alla fine del. tempo t% determineranno, il pon- 
to della curva «nel; qnale si trova, il vero* corpo ,.. essendo- quei 
pnnti la proiezione del punto. M della curva ;. dunque, un mo- 
vimenta qualunque può naturalmente ridursi, a. tre. movimenti 
rettilinei sopra, i tre- assi delle- coordinate ,. e- questi movimenti 
ponno riguardarsi come- descritti dai mobili », i quali sono le 
proiezioni del; vero, mobile sopra, i. tre- assi: medesimi;, quindi è 
che gli stessi movimenti- possono- considerarsi! come- la proiezio- 
ne del vero- movimento ;. cosi potremo, dire conosciuto iL mo- 
to per. quella linea curva ». quando, saranno, conosciuti i movi- 
.menti rettilinei, per i- tre, assi : infatti; conosciute V equazioni 

se == ^*( jC ) , y t = F(t) t: z.=a<p( £ ) », sii ha. per. un. qualùnque 

tempo t il luogo. M' del; mobile >. ed. eliminando t per; mezzo, 
di esse ,. abbiamo, due- equazioni ,. le quali: determinano la. cur- 
va a doppia, curvatura: descritta dai mobile, stesso .. 

Consideriamo, pertanto, i. tre- movimenti *=3f(f) ,. y =-. 
F(£) ,. z.= p.(t.) rettilinei , come componenti quel movimento- 
curvilineo : il mobile posto- in. un: punto, dello spazio che ab- 
biamo chiamato» M ,. tenderà, z- moversi, parallèlamente* air asse, 
degli x col movimento a?. =/(*);; parallelamente all' asse de- 
gli y col movimento y = F(f) , ed infine parallelamente all'as- 
se degli z col movimento- z,= <p(t)\ ora secondo ciò. che è 

detto ( §. 9$); (57) >(■£?) rappresentano- la: velocità, e la for- 
za acceleratrice che si ritrovai alla, fine del tempo; t nei movi- 
mento x = /(£ ) ;. egualmente {j t )i (;§); rappresentano, le si- 
mili quantità pel movimento y/=iV{t) ;. ed: infine (^)»(^p) 

sono la velocità e la forza : del movimento s;= p(t):. dunque 
il corpo posto in M tende a; muoversi >. ed effettivamente nei 
primo istante alla fine del tempo t si. muove: nei senso, degli 

x con nna velocità = ( j) > e con: una: forza: acceleratrice = 
(t?)> ne * senso degli y con una velocità = (^)> c oon Tina 
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forza. = (^7) i e ne ^ seusa degli a. eoa una. velocità. =* (—)* 



d % % 



& eoa una. forra. = (^) •• 

§~ 325. Sappiamo dalla. Meccanica: che un corpo» animato 
da tre movimenti uniformi r o da tre. movimenti: uniformemen- 
te, accelerati seconda tre direzioni perpendicolari tra: loro f dei 
quali a,b , & siano* le velocità o> le forze; acceleratoci ,, tende 
a muoversi e si muove r quando tali movimenti non: siano* tur- 
bati eoa una: velocità o eoa una. forza, acceleratrice rappresen- 
tata* da y/{a -+ è 1 -+-c* ), e con la direzione > la quale, fa con 
le tre- direzioni dei movimenti componenti tre angoli r di cui 
£ coseni sona 

£ % £ , £ - :; dunoue le tre ve- 

lòcità (^)>(^)»($) comporranno, la. velocità. 

V{(s')' -»• (£)• -M*)*} . « le t* forza (£) , (g) , (g) 

daranno la; forza, composta. 

Se. poi noi: indichiamo* la velocità composta per u r i tre 
coseni dei quali qui sopra, si parla » saranna / 

(^) : a , (^) : m , {—) : «... Chiamiamo' quest* angoli « , > y , 
ed avremo' 

(£") — ue °S*r {j t )=rU.COS^ v (£) .sa «COSy . 

Dnnque il corpo posto in M tenderà a muoversi » ed ef- 
fettivamente alla: fine deL tempo t incomincerà a muoversi con 
un movimento- del qnale la. velocità è 

y{(£ ) r H- (*)•-+(■£)'} i e li forza acceleratrice 
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Rappresentiamo per s V arco della corra descrìtto dal mo- 
bile nel tempo t per giungere in M ; ed avremo ( §. 305 ) 

* = V{(£r h- (2)' ■+ (5) s > ; sarà *"■*» (£) ia vcl °- 

cita del mobile alla fine del tempo t . Di più la direzione di 
questa velocità sarà quella della tangente della curva a dop- 
pia curvatura nel punto M ; imperocché i coseni degli angoli 
che questa tangente fa con i tre assi > sono, riguardando pc 7 y » z 
come funzioni di £, 

(£) : V{(s)'-<. (*)•-*(£)*} con l'asse degli *; 

Questi coseni sono in conseguenza gli stessi che quei de- 
gli angoli fatti dalla direzione della velocità composta con gli 
assi : dunque questa direzione coinciderà con quella della tan- 
gente della curva ; dunque se le cause che impediscono al mo- 
vimento di essere uniforme > cessassero tutte ad un tratto ? da 
queir istante il corpo si moverebbe con moto equabile ed uni- 
forme , con una velocità = (^), e nella direzione della tan- 
gente alla curva . 

Se poi noi indichiamo per P la forza acceleratrice com- 
posta 

y {(<£)* H-(^) 1 H-(^) 1 } , essa avrà per direzione una 

retta i cui angoli con gli assi avranno per coseni 
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• • - *■ 

(S?) ;Pi (^) :P; (^) :P ' esenoi chiamiamo *>{*>, que- 
sti angoli , si avrà 

(£)=:PcOSX, (g) = P^>, (£)=Pc 0S ,. 

Conoscendo la legge del movimento del corpo > cioè , i 
valori di x,y*z in t y dalle equazioni superiori ricaveremo 
la forza accelerati ice e la sua direzione a ciascun istante : co-* 
noscendo poi la forza P con gli angoli a , /x , p avremo . tre e- 
quazioni differenziali del secondo ordine clie serviranno a de- 
terminare x<>y<>z in t. I problemi della prima sorte dipendo- 
no dalla differenziazione* e sono semprer risolubili y quei della 
seconda dipendono dall' integrazione delle equazioni . 

Supponiamo che il mobile sia nello stesso tèmpo sollecita-. 
to da due forze P e Q secondo difèéioni 9 le quali fanno con 
gli assi degli a?,.y>£,gli angoli x , t*> t: t per h forza P, e 
T)P><r per la forza Q; le formule superiori ci daranno 

(— ) == PcOSX -fc QcOS*?, 

J 

I 

(0) = P cos fi, h- Q cos P , 

(g)=Pco«i- -hQcos*i ... 

e così di seguito per qualunque numero di fòrze - 

§. 326. Premessi questi principi » veniamo alla soluzione di 
qualche problema. 

Proponiamoci dunque di „ determinare il moto di un cor- 
» pò attratto verso un centro fisso da una forza p , ed animà- 
n to da una impulsione primitivamente ricevuta , secondo una 
„ qualunque direzione , che non passi pel centro fisso „ . 

La generalità di questo problema non è in modo alcuno 
alterata supponendo le coordinate con 1* origine nel centro dell* at- 
trazione > la curva che il corpo descrive » situata tutta net pia- 
no che passa pel detto centro e per la direzione della forza <pi 
o che infine questo piano sia quello delle coordinate x,y- 
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F * Sia AP =*, PM=y, ^MAP=.«, *e7iAMP=<p, 
Le (due equazioni del movimento 'sono 

(%£)*= ~ IP vos*, (£*)*= — p.cosp; avvero 

Diamo il 'segno — alla forza p » perchè «ssa geode a «di- 
minuire le «coordinate x y y . 

.Data alle suddette .-equazioni la forma 

{ 1 ) . , ,. . .. ( -j- ) -f. p 






(a) . X355) -»• * -y(74/) * 

moltiplichiamo la prima equazione per y , <e la seconda per ne 
« sottraendo 1' una dall' Altra > si ha 

y (*£) _ * (£j) = © , il «ni integrale è 

(3) j(J?)-*(5) ■=»**>*. 

Quest' equazione ( 3 ) si «cangia subito in quest' altra 

*y ij t ) — {, x {%) ~*3 ($)}" * BS *■*» <* vvero «stando la for- 
ma della costante arbitraria 

* 

Di qui > integrando si ha 
/>(£)<& — ^ = Ct h- E, ovvero BAPM — APM =» 
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BAM = C't -h E. Se determiniamo E in modo che BAM F 
si annulli quando t = o, si avrà E = o, quindi l'area BAM = /f* 
Q't . Sia un altro tempo t -h w alla fine del quale il corpo si 
trovi in m, avremo BAw = C'(f h- w) e quindi BAM: 
BA/7Z : : t : t -t- w . 

La curva dunqne BMC descrìtta dal corpo sarà tale che 
l'aree descritte dal raggio vettore AM saranno proporzio- 
nali ai tempi nei quali sonosi descritte , qualunque d* altr on- 
de sia la legge con la quale il corpo è attratto verso il 
centro fisso . 

Moltiplichiamo ora 1* equazione ( i ) per ( - ) , e la ( a ) 
per {■£) i e sommandole, avremo 

W^'^7^ l*)'(^)^?' — voFT^y- ~ o, ovvero 

(4) ■ ìV *^ Kdt) > h- a* .*4j£±£> « o. 

Ora permutiamo le variabili #,;y in due altre che siano 
il raggio vettore AM, e l'angolo MAP; determiniamo cioè 
la posizione del corpo in qualunque istante del suo moto per 
mezzo del raggio vettore AM, e dell'angolo PAM, ciò che 
è conforme a quanto si pratica in Astronomia : avremo allora 
( facendo AM = r, PAM = w) 
r = v/(a? 1 -+/) , x = rcosw, y = rsenu, onde 

(^) = rco5w.(^) H . se /zw.(^). Patte quindi le opportune 
sostituzioni nelle equazioni ( 3 ), ( 4 ), C3 se diverranno 

Tom. IV. 
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( 5 ).....r'(£>= C , 

( 6 ) ^ H ap-(^) = ». 

Ora supponiamo che la forza d' attrazione <p sia una fun- 
zione della distanza , e rappresentiamo per R l' integrale 

fz<p '{-j- t \dt y ovvero fo,p.dr t ed avremo 1' equazione 

(?) r'(£)' -4- (£)•-*- R = o. 

L'equazioni (5)>(7) sono quelle le qua:Ii conteqgono 
tutte le circostanze di quel movimento i infatti se vorremo V e- 
quazione della curva descritta , allora considerando £ ed co co- 
me funzioni di r, cioè ponendo in queste equazioni 

i :(£) invece di (£), e (£):(£) invece di (£), avremo 
1 dr 1 j- R = o, 



(!£)* {c'n.rRJr'H.c'ao, e di qui 



dr 

(d»\ . e 

dr' 



Qaesta è l'equazione il cui integrale ci darà la relazione 
tra r ed.w, cioè V equazione della .^enrva descritta dal mobile < 



CALCOLO INTEGRALE GAP. XV. 155" 

Ora essendo R l'integrale della quantità 2<p.dr, sarà e-' 
finalmente R — a quest' integrale ( indicando per a una co* 
stante arbitraria ); avremo allora 



(8) (S) 



d* 

{-f'-f'R + f'i} 5 »"*{«-*-p)»* 



se poi si sostituisce il valore di (^) neli' equazione 



(?) (z) = 



<-»-^> 4 



Se si prendono gì' integrali di queste due ultime equazio- 
ni (8)9(9)9 conosceremo dalla ( 8 ) w dato per r , e dalla 
( 9 ) il tempo t dato per r , e quindi per co . Sapremo in que- 
sta guisa il . tempo che impiegar debbe un corpo a descrìvere 
un arco di quella curva che copre un dato angolo . 

§. 327. Applichiamo questa soluzione generale al movi me a* 
to dei Pianeti e delle Comete attorno del Sole • 

In questo caso si farà <p = -^ , F essendo la forza attrat- 
tiva del Sole alla distanza i , ed avremo 
R =/2p . dr =/^ = — 7; dunque 



(x) = -- f , ovvero 

(rfw\ mm ^ t e: 1/2 

la r 2r* / 



r 
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<£) 






\ 2 r 2r / 

cangiamo la forma della costante » e facciamo e ; \/i = A , 
— = E , e sarà^ 

a 



d* 



f^M 



^•{■^7-M 



do 



(£) 



•{-f-£} 



Per avere 1* integrale dell" equazione ultima , moltiplichia- 
mola per dr% quindi facciamo H- — = z , ed avremo 

3 = «k, 



EH.l-^ = E4.^-a J ,e quindi 



(0 



/: 



4A» 



essendo E , F , A quantità costanti . Poniamo per semplicità di 
calcolo m* = E h- -?v » e si avrà 

4A* 

w = f ti ** — — s= — ^irc. cos — H- y » essendo y una co- 

stante arbitraria : sarà dunque w — y = — ./ire. cos — > ed in 
conseguenza — = cos (w — y), z = m cos ( w — y ) ; onde 
ponendo per 2 e per m il respettivo valore > si avrà 

-T^d = V{ E ^ 4 ^} cos (»-»')- 

Se ora dividiamo quest' equazione per ^> e facciamo. 
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a *£! , e = V{ l ■+ ~? } > otterremo 

r =3 p - t : * e: questa sarà 1* equazione della curva cer- 

cata ; così i Pianeti e le Comete essendo» attratti dal Sole con 
una forza reciproca al quadrato della loro» distanza , descrive- 
ranno delle orbite >. la cui equazione sarà 



J — e cot ( e* — y \ 

Consideriamo più particolarmente Y equazione di questa 
curva 9 e si veda se essa assomigliasi ad alcuna delle curve che 
conosciamo . 

Siccome in quest r equazione le quantità p ed e sono co- 
stanti , solo* essendovi di variabile w ed r r così ne segue che 
la lunghezza del raggio vettore appartenente a questa curva , cre- 
sce o scema col crescere e scemare di <o > ovvero di cos ( oo — y ) . 

E' poi evidente che quando cds(w — y) s*rà massimo > 
anche r sarà il massimo raggio vettore ;: e quando» cos(w — y) 
avrà il minimo valore , r sarà il minimo» raggio» vettore . 

Ora il più gran valore di un coseno è Y unità ,. ed il più 
piccolo è T unità negativa ; dunque il più gran raggio vettore 
corrisponderà a cos ( w — y ) *= i , ed il più piccolo a cos ( w — 
7) = — 1 . 

Acciò sia cos(w— y) = ir conviene che abbiasi w=?y, 
ed acciò sia cos (w — y) = — i * <o= i8o # h- y ; dunque 
la curva descritta dal mobile avrà per r un massimo ed un 
minimo ; questo raggio > essendo massimo quando w = y > egli 

avrà allora per valore r = — É— ; ed essendo' minimo quando 

to = y h* i8o # , egli sarà r =s — £— . Al di là di questi due 

punti ritornano gli stessi valori per r> ed in conseguenza al 
di qua ed al di là della linea formata dal «massimo e dal mi- 
nimo raggio vettore ( giacché questi due raggi facendo tra lo- 
ro un angolo di 180° sono per diritto ) ricorrono i medesimi 
raggi vettori ; dunque i Pianeti descrivono una curva che ha 
due parti eguali e simili > al di qua ed al di là della linea 



s 
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Fig. dei due raggi vettori massimo e minimo : è di più rientrante 
in se medesima . 

La semisomma poi dei due raggi vettori massimo e mini- 
mo è 

{ —~ H -— — > : s s= —I—i ; e la semidifferenza è 

\T~ — r+7} ; a ca • t - e * y ^ modo cte ^ ra PP°rto del- 
la semisomma alla semidifferenza eguaglia la quantità e, giacché 

P * . *P • • f • j* 



II 



12 



I — € % I — ** 



Se si fa (o = y -4- 90° , nel qual caso la direzione di r 
sarà perpendicolare alla linea del massimo e minimo raggio vet- 
tore , avremo 



I — £ COS 00° 

Nella Fig. 1 1 noi poniamo sott* occhio tutto il risultato di 
questa analisi. AG è il massimo raggio vettore; AB il mi- 
nimo . La curva BDGEB è 1' orbita rientrante in se medesi- 
ma ; AM , AM' sono due eguali raggi vettori distanti di uà 
medesimo angolo dalla linea BG i DA è il raggio vettore per- 
pendicolare a BC. 

§. 328. L* equazione della curva contiene la relazione tra 
il raggio vettore e V angolo , che questo fa con V asse degli 
ce: per riconoscerla, introduciamovi di nuovo te-coordinate x >y. 
Per questo consideriamo il centro dei raggi vettori come Y o- 
rigine delle ascisse . Prendiamo Y asse degli x nella direzione 
del maggior raggio vettore , giacché la posizione degli assi è 
arbitraria. Si osservi dunque la Fig 12. 

L'angolo che un raggio vettore cjualunque AM fa col mas- 
simo raggio Vettore AC , ed in questo caso con Y asse degli 
x , è ( come abbiamo detto qui sopra ) 10 — y: si avrà dun- 
que x = r cos (w — y ) , y *= r sen (co — y ) , e Y equazio- 
ne r — ercos(iù — y)z=zp) diverrà V (** -+y*) — ex —p* 
ovvero 
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(A) .:.... jp* H- ape» h- (e — I ) a?* — / = o , la qoale 

essendo del secondo ordine * ci dà sempre una sezione conica . 

Per riconoscere quale sia questa sezione , ecco come si farà . 

Siano b ed a il semiasse maggiore > ed il semiasse minore 
di una ellisse : siano y , z le coordinate di questa curva prese 
dal centro , é la di lei equazione sarà 

Indichiamo per e il rapporto della distanza di uno dei 
fuochi dal centro alla metà dell' asse maggiore , dimodoché si- 

TV L 'V 

gnifìcando per D questa distanza , sia — = e . Sarà D = ac<, 

quindi & a = a a — a V , e perciò 

y* = a% ~? c% (a z* ) = I - r1 ^ (a* — z* ) : la qnantità e 

chiamasi Escentricità . 

Cangiamo l'origine delle ' ascisse e trasportiamola in uno 
dei fuochi . A tale effetto dovrem fare z = x — ac , essendo 
a? la nuova ascissa > ed avremo 

y = ( 1 — e* ) ( a' — ** H- 2acx — clc' ) , 

(B) / = (i — e* ) a a* -*- aa ( i . — c a )cx-f-a? r (c s — r). 

Questa è 1' equazione di una ellisse il cui semiasse mag- 
giore è a ; 1' escentricità e ; V origine delle coordinate in uno 
dei fuochi . 

Paragoniamo 1* equazione (B) con (A), e concluderemo 
che quest' orbita è una ellisse-* che ha per semiasse maggiore 

-~-r j che ha per escentricità e ; e che 1' origine delle ascisse 

e in uno dei fuochi . Trovato il semiasse maggiore , avrassi il 

minore = V ( a* — aV ) = a ( i — e ) a . 

Di più il parametro di questa ellisse ( il quale eguaglia 
il quadrato del semiasse minore diviso pel semiasse maggio- 
re ) , sarà 



* 
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CÌLzjn = <z ( i - e*) = ->-( i - e*) = 

Ma V equazione in x,y ci dà Y ordinata y = jp nell* o- 
rigine delle ascisse , cioè quando x = o ; dunque anche di qui 
si rileva, che quest'origine è in uno dei fuochi di quella Se- 
zione Conica , giacché la proprietà caratteristica di questo pun- 
to è d* avere V ordinata eguale al parametro . 

Così le orbite dei Pianeti e delle Comete sono ellissi , 
che hanno il Sole in uno -dei fuochi > e la cui equazione ge- 
nerale h 

r = — p l ~-?-^— : i p essendo la distanza inedia , cioè la se- 

misomma del massimo e del minimo raggio vettore , e Y escen* 
tricità , r il raggio vettore che fa con la linea del massimo 
raggio un angolo co — y . 

§. 329. Siccome io voglio che i miei Lettori si addestri- 
no nelle applicazioni del Calcolo Sublime a problemi di qua- 
lunque specie , perciò mi sono determinato ad esporne uno re- 
lativo al moto degli animali : d* altr* onde questo è della mag- 
giore importanza in differenti nsi della vita . Noi lo dobbiamo ( a ) 
al sommo Geometra ^ossombroni , il quale è al mio parere il 
solo > che nell 9 applicare la Matematica alla Meccanica anima- 
le „ abbia battuta una strada intieramente nuova ed indipenden- 
te da quella del Gran Borelli , felice fondatore <H quella Scienza . 

Supponiamo dunque che sopra un piano orizzontale un uo- 
mo caricato ài un peso passeggi > e che di più nel muoversi 
debba strascinare su quel piano medesimo un altro peso > uni- 
to per mezzo di una corda di data lunghezza al centro di gra- 
vità di queir uomo caricato . Cerchiamo la curva che descri- 
ve questo centro di gravità . 

Primieramente osservo che questa non può essere formata 
da archi di circolo corrispondenti ai passi, dell' uomo : ciò av- 
verrebbe se le gambe non si allungassero ed accorciasse! o uel 
fare il passo; neppure la curva può essere tutta in un piano 



—■r 



(a) Atti della Società Italiana Tom. XII. par. 1. air. 1805. 
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e questo per causa di quella ondulazione a destra ed a sini- 
stra 9 che ha 1' uomo nel camminare > la quale nasce dall' al- 
ternare il piede che sì posa sul terreno: noi dunque la riguar- 
deremo come una curva a doppia curvatura . Sarà questa com- 
posta di tante porzioni eguali e simili tra di loro , ciascuna del- 
le quali corrisponderà ad un passo . Queste porzioni alternati- 
vamente si volgeranno a destra e a sinistra > di modo che la 
projezione di tutta la curva sopra il piano orizzontale sarà una 
specie di Zig Zag . 

Per poco che sì rifletta sul meccanismo con cui formasi 
il passo > ci persuaderemo che T uomo pel quale la verticale 
del centro di gravità cade tra le due piante dei piedi > quan- 
do sopra ambedue si appoggia , porta questa perpendicolare sul 
piede che vuol tener fermo , ed essa cade allora in un punto 
del calcagno ; in seguito egli alza 1' altro piede spingendolo a- 
vanti , e nel tempo stesso piegando in avanti tutta la macchi- 
na . Con questo movimento il centro di gravità comincia ad ab- 
bassarsi , e continuerebbe finché il piede alzato fosse di nuovo 
appoggiato al pavimento > se f uomo distendendo la gamba po- 
steriore ed in questa guisa innalzando tutto il suo corpo > non 
impedisse al centro di gravità f abbassarsi di più , mentre io 
spinge ad essere a piombo sopra al calcagno del piede anterio- 
re , posto a terra per terminare il passo . 

In tal moto il punto > nel quale si riunisce lo sforzo dei 
muscoli per animare il passo > e che chiameremo centro di 
sforzo , al principio si trova in quel punto del calcagno * cui 
corrisponde il centro di gravità, in seguito a misura che si 
forma il passo > o che il centro di gravità sì avanza , questo 
punto progredisce verso Y estremità del piede , e quando il pas- 
so termina , il centro di sforzo si trova sotto al dito grosso del 
piede medesimo . Si vede dunque che nel formarsi un passo > 
il centro di gravità va dalla verticale del calcagno del piede 
posteriore , a quella del calcagno del piede anteriore ; mentre 
il cerjtro di sforzo va dal punto di mezzo del calcagno del pie- 
de posteriore alla punta del dito grosso del medesimo piede > 

§ 33°- Supponiamo ora che il piano orizzontale sia il pia* 
no delle coordinate x y y: che l'orìgine di esse sìa nel punto 

Tom. IV. X 
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del calcagno , cui corrisponde il centro di gravità nel princi- 
piare il passo» pitnto nel quale si trova il centro di sforzo in 
detto comincia mento : che già il passo sia cominciato, e che il 
centro di gravità si trovi in un punto cui corrispondono le 
coordinate x >y , z ; che a > /3 siano- le coordinate orizzontali del 
centro di sforzo dei muscoli al momento r in Cui il centro di 
gravità si trova corrispondere- alle coordinate x<>y<>zi che t 
sia il tempo impiegato dal centro di gravità nel fare quella por- 
zione di passo ; che sia r la distanza dal centro di gravità al 
centra di sforzo . 

Rappresentiamo per M la massa deir uomo e del peso so- 
vrimpostole ; per b la lunghezza di quella corda , cui è attac- 
cato il peso da strascicarsi > ed è chiaro che avremo 

r » V {" (& — «)• -h (y — &Y H- * »* } ; che ~ sarà il seno 



cfell? angolo fatto da r col piano degli x r y ; che- 

a/ /( * — *)* -4- ty — /3 '•)* ì> 

-L—i £ sarà il coseno dèi detto angolo ; che 

— sarà il seno dell* angolo fatto col piana orizzontale dalla cor- 

b 

da b considerata per rettilinea f e che y***r* • ne sarà il 

coseno . 

Tatto questo premesso > io osservo che tre fcrze agiscono 
nel produrre il passo , cioè ; i a la gravità di tutta la massa , il 

per » ; a* la forza ritardatrice del corpo at- 
6, il cui effetto sia indicato per R; 3* la 
forza acceleratrice prodotta dallo spiegarsi che fanno i musco- 
li nella direzione di r , e V effetto di questa sia indicato per Q « 
La forza di gravità non agisce che secondo V asse degli z : 
la forza R decomposta secondo i tre assi , ci dà queste tre forze 

~r ■ R secondo V asse degli z , e ^ R secondo quello degli y , e 

J £ i* r z*-y \ , e ~ . , 

•^ — - h i-R secondo quelli degli re,: la forza Q si de- 



cui effetto iodico 
taccato alla corda 



CALCOLO INTEGRALE C A P. XV. 163 

compone in queste tre — Q > ^~ Q > ^^ Q relativamente a- 

gli assi delle coordinate z,y>x* 

Dunque secondo V a$se degli z vi sarà questa somma di 

forze — Q — |R-p; secondo quello degli y , quest* altra 
2-^-£ Q — -J- R ; ed infine secondo quello degli x , quest' altra 
somma 

man — vo'- ^ìr. 

Abbiamo dato il segno meno alle forze R , p , perchè ten- 
dono queste a diminuire le coordinate > mentre la forza Q ten- 
de ad accrescerle . Ora le forze accelerataci alla fine del tem- 
po £ in qualunque siasi movimento ( §. 324 ) sono 

(5?) ' (**) > ^^ essendo * ' J > * S 1 * s P az J percorsi nel tem- 
po /; avremo dunque queste tre equazioni 

*Q-f*-i»-<S) 

ì^ìq _ vHil^l=2l) R _ (£), le qnali contengono la 

• < 

soluzione del problema. 

§• 33 '• Sia m il rapporto della lunghezza del passo a quel- 
la del piede, ed n il rapporto della larghezza del passo a quella 
del piede ; supponiamo cioè « = mx , /3 = ny , -e quelle tre 
prime equazioni diverranno 

fQ-f R -.P = (£k 
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£(,_ ra )Q_iR = (g), 

è 

Se noi facciamo R = o > cioè se noi supponiamo che Y uo- 
mo non debba trasportar che la propria macchina ed il peso 
di cui è caricato % le tre equazioni si ridurranno più semplici , 
e saranno 



?Q-j»-(5?> 



* > 



d*y 



f-(i-»)Q«(J?). 

— ( i — «)Q = (7i)> oye rammenteremo che 



de 



Moltiplichiamo la prima equazione per ( ^ ) > fa seconda 
per ( i — in) (£) e la terza per ( i — n) (^), e quindi som- 
mandole insieme > avremo 

,|,4(,-,M4(,-)'»ft _ - % ^ gi integra % 

« si ottiene 

(s) , H-('-»)(!) , + ('-»)(f)'=Qv'{» , +/x 

(i — m)*-t.**(i — «)'} — pz h-C, essendo G te 

costante arbitraria aggiunta integrando. 
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Siccome (-)r (—)>($) sono 1°" velocita del centro di 

gravità nelle direzioni dei tre assi , così chiamando 4 V , V , V" 
queste tre velocità Y avremo V equazione finita 

V i H-(i-fli)V' T H.(i-n)V" t =QV{^H-/(i-/n) i H- 

** (f — «)*} — j«-+ C'- 
Interessante sarebbe trattenersi nei dettagli di tal Proble- 
ma , ma i limiti di questa Opera non lo permettono ; si legga 
a tal fine la Memoria: citata nel $• 3»o, e quella sopra lo stes- 
so oggetto* y che trovasi nella; Par. IL Tom. XII. della Società. 
Italiana . 



L 
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Estensione del Metodo dei Massimi e Minimi 

spiegato ai §§. 57 e seguenti, 

conosciuto altra volta sotto il nome 

di Calcolo delle Variazioni . 



\ 



§• SS 2 - I f ata una funzione f{ x ,y) di x e di y e data 
3>~J una certa relazione tra x ed y, abbiam vedu- 
to (§. 6 1 ) come giunger poteasi a trovare quel valore di x pel 
quale la data funzione diventava massima o minima . 

Ora il metodo dei massimi e minimi può estendersi alla ri- 
cerca della relazione che esser dee tra le due variabili x>y af- 
finchè ponendo in f(x ,y) invece di y il suo valore <p(x), 
da tal relazione somministrato, si ottenga una funzione F(a?) 
di x y la quale sia maggiore o minore di tutte quelle , che da 
qualunque altra relazione tra x ed y ottener si potrebbero ; co- 
sì se per <f>{x), <£>'(x) 7 $"{<*) ec. indichiamo tanti valori 
di y , datici da altrettante diverse relazioni tra x , y , e li sosti- 
tuiamo in f(x ,y) > avremo tante funzioni F(«), J?'(x), 
F" ( x ) ec. * e si può dimandare quale debb* essere la funzio- 
ne <p( x)> acciò la F ( x ) che da essa risulta , sia la maggio- 
re o la minore di ciascuna di quelle altre . 

Supponendo rappresentato per F ( x ) il massimo ( quel- 
lo che dico vale anche per il minimo ) dato dalla relazione 
yz=sp(x)> e da F'(*)> F"(a?) ec. , quelle funzioni di *, 
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dateci da qualunque altre relazioni y = p' ( x ) , y =a <f>" ( x ) 
ec. , farò osservare che la F ( x ) dicesi massima tra tutte le 
F ( x ) , F' ( x ) » F' ( x ) e.c. , quando ponendo in ciascuna di es- 
se lo stesso valore- per x , qualunque d' altr* onde esso siasi , 
è «empre F(x) maggiore di F'(oc), F"(a?) ec. ; così se noi 
facciamo x = a > a y a" , a " ec. „ perchè F (jx } sia massima > 
debbe aversi 



F( 


a)> 


F(a 


>> 


F"(a 


) 


ec. > 


F( 


a' ) P> 


F(a 


)> 


F" ( a 


) 


ec* > 


F( 


a )> 


F(a" 


)> 


F" ( a" 


) 


ec. , 



ec. ec. 



Allorché la F£a? ) goderà di questa proprietà) anche la somma 



F £a)'H-F (a')H»F (a")-*-ec. «sarà maggiore delle corri- 
F (a) h- F (*) h-F (<*')-*- ec. spendenti «omme 

F" (a)--*- F"(a) -*- F"(a") -h ec- 
ec; ec. 

Supponiamo che tutti i valori che si possono dare ad x > 

« 

disposti per ordine di grandezza > essendo primi i minori > siano 

CL } d y QyCt ) Ci ) Ct y€L j* ••••-. Qf ?' 

ed indichiamo per /F(a ( °) la somma 

F(a ( " ) )H-F(a"" ,) )-K....H-F(a")- t .F(.a')-»-P(a)^F( / a)H..:.. 
sarà /F(a) = F(a) •*• F( a) h- F("<z) -f 

e quindi rappresentando per a e per a ( " } due valori di * co* 
munque destanti tra loro , ancora la differenza 

/F (a ) — /F(a) sarà maggiore di qualunque altra differenza 

/F"(a ( " , )~/F"(a) 
ec. eo. 
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Così la funzione F(#) essendo massima per ciascnn va- 
lore della a? , lo sarà ancora per tutta la di lei estensione tra 
due valori qualunque di x , presi per limiti , cioè tra x = a > 

, e») 

ed x = a . 

Ma T inversa di questa proposizione non è egualmente vera. 

La somma /F(a?) può tra due limiti conosciuti della x 
essere un massimo > senza che F(a?) lo sia per ciascuno dei 
valori di x intermedj a quei due limiti medesimi; sì può ricer- 
care quella relazione y = p ( x ) la quale renda la quantità 
ff( x >y) un massimo da x = A sino ad »r=B, cioè ren- 
da la differenza tra /T?(B), /T(A) maggiore di qualunque 
altra differenza /F(B) , /T'( A) , e facilmente comprendesi 
che ciò può anche accadere , senza r che «a sempre P(ot) > 
Y ( m ) per tutti i valori m r m ec. , della x compresi tra i li- 
miti A , B . La somma poi di tutti i valori possibili di f(x>y) 
presi da x = A sino ad se = B è V integrale ff{x,y) dx 
preso tra questi due limiti stessi (<z) . 



(a) Ecco come si può dimostrare quanto qnì^opra sì asserisce. 
Se per JV si rappresenta una funzione qualunque di x , e per F# 
la somma <li tutti i valori possibili che può ricevere la Jf#, cioè di tutti i 
valori da^(o) sino a fx inclusive? i quali sono x di numero, sarà sem* 
•pre Vx z=ffx*dx. Infatti se x diviene #-t- w, «ara F(*4«) la som* 
ma di tutti i -valori possibili da f ( 'O ) -sino a f(x-±v) inclusive, i 
quali sono x -+ w di numero ;' avremo 'dunque F(#-+«)-F(#) per 
esprimere la somma di tutti i valori possibili da fx sino a/(^4«), 
i quali sono t* di numero*: ora cafx esprime la somma di uà numero e* 
di valori eguali a fx , ed ocf(x •+ w ) esprime la somma di un numero 
W di valori eguali ajf(#H-w)> -e siccome di queste due somme <*fx 9 
wf ( # h- v ) una debb* esser minore-, V altra maggiore di F(^-t-w)-F^ 
( imperocché si suppone che i valori di fx vadano sempre crescendo , o 
sempre scemando da fx sino a f( x -+ w.) ); dunque con un ragionamen- 
to simile a quello fatto per la quadratura « rettificazione delle curve, si 
dimostrerà che ciò non può aver luogo per tutti i valori di v , senza che 
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$• S33- Tutto il fin qui detto appartiene 6Ì alle cose Gee- — . 
metriche* che alle Meccaniche, ed in generale alle quaptità* 1 ^ 
di 'qualunque specie esse siano, purché possano esprimersi ana- 
liticamente : noi però a maggiore schiarimento riprenderemo que- 
ste dottrine applicandole alle linee curve . In questa guisa po- 
tremo metter sott' occhio le quantità £he divenir debhono mas- 
sime o mipime , e d' altr' onde niente saranno con ciò limitate 
le nostre Teorìe . 

Sia la curva EP riferita agli assi ortogonali AB, AB' : 
siano per un qualunque punto M , AP = x , PM =* y le coor- * 
dinate , e siano a , b , e ec. , i parametri della curva . 

Quando è determinata la relazione tra x , y > cioè qnando 
è data un' equazione tra x , y , a , b ec. * cioè f{x>y >a%b ec. ) 
r= o tutte lo affezioni e proprietà della curva , le quali ap- 
partengono a ciascuno dei. suoi punti» sono anche determinate; 
poiché esse riguardano . quantità espresse in funzioni » come 
1?( x >y > a > b ec.) (Ji quelle coordinate e dei parametri della 
curva medesima ; anzi qualunque di queste quantità si può con- 
siderare come una funzione dell'ascissa x soltanto, che corri- 
sponde al punto , cui la stessa proprietà appartiene , da che per 
mezzo dell'equazione tra a? ed y> è in nostro arbitrio elimina- 
re la y da una funzione qualunque , che' la contenga; così 
( tralasciando , di scrivere le costanti ) da una funzione F(») 

Tom. IV, Y 






sìa (*£) =fx, ed in conseguenza fxzzffx.dx. 

mX 

In generale essendo u qualunque funzione di x f sempre ff(u).du = 
ff(u) .(—)dx sarà la somma di tutti i valori possibili àìf(u) darr — o 

sino ad u« > • 

La stessa formula ci esprime anche la somma dei valori di f(u) da 
urt, sino ad u, e ciò per incapò deli 9 opportuna determinazione della 
costante introdotta dall' integrazione ; infatti indicando quell' integrale per 
¥u , si ha ff{u) é da ss Fu -+ C , é supponendo che la nostra formula > o 
r integrale debba cominciare quando u ss b , si avrà o = F6 *+ C , e quia* 
di C = ? B, ed in conseguenza ffuda ss Fa - Fi • 
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pjj- sarà rappresentata quella quantità che si conviene ad nn pun- 
i ? to qualunque M : ogni punto della curva avrà in generale un 
diverso valore di quella quantità , secondo che sarà diversa la 
sua ascissa , e la ricerca di quel punto , la determinazione 
dell* ascissa , che corrisponde a quel punto» in cui la F(a?) 
perviene al suo massimo o al suo minimo valore , è stato 1' og- 
getto che ha avuto io mira la dottrina dei massimi e dei mi- 
nimi spiegata ai §§. 57 e seguenti . 

Al presente noi supponiamo incognita la relazione tra x 
ed y , e di tutte le infinite relazioni 'che possono immaginarsi , 

e ciascuna delle quali rappresenta una delle curve BOS , EMF , 

HNL ec. , ci proponiamo di ritrovare quella di una curva EMF 

tale , che paragonata essa con qualunque altra delle infinite cor- 

* 

ve HNL,ROS ce. » goda in ciascun di lei punta M di una 

certa proprietà di massimo o di minimo relativamente agli al- 
tri punti N , O ec. » che a quello corrispondono nelle dette 
. curve ; vale a dire indicando per y 9 y , y le tre coordinate 

PN , PM , PO, e rappresentando per F(a;, < y) una quantità 
appartenente al punto M nella curva EMF, per il che saran- 
no rappresentate da F (#,>), F(ac,y) le simili quantità ap- 
partenenti ai punti N , O ec. , nell* altre cttrve , noi ci propó- 
niamo di trovare quella relazione tra x ed y che rendè F(a; ,y ) 
.maggiore o minore di F(a?>>) e di F(a?,y) nel tempo stes- 
so 9 qualunque d* altr' onde siano le relazioni tra x ed 'y , e 
tra « ed y . 

Così se si dimandasse quale tra tutte le curve H.OS,EMFec., 

è quella in cui per qualnnque di lei punto il quadrato dell'or- 
dinata diminuito del rettangolo dell' ascissa nell' ordinata stessa, 
cioè la quantità y* — «y» è un massimo o un minimo » ciò li- 
gnificherebbe che vuojsi avere quejla relazione tra x ed y , la 

cui curva EMF, ha Ja proprietà che in qualunque suo punto 

M la quantità ( PM )* — AP . PM è sempre maggiore o mi- 

' aore delle simili quantità ( PO )* — AP . PO , ( PN )* — AP . PN 

ec , appartenenti ai punti N j O ce. , presi in qualunque delle 
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altre curve , e corrispondenti alla stessa ascissa cui corrisponde «• 

•Air * 1 S* 

il ponto JML. j« 

§. 334. La quantità F(a? ,y) dovendo essere per ciascun 
punto M della curva EMF massima o minima» relativamente 
alle altre simili quantità corrispondenti ai punti N , O ec. , nel- 
le altre curve , è chiaro che anche la somma di tutte le quan- 
tità F(x,y) appartenenti a tntti i punti possibili E,G,M,F ec. 
della curva EMF, o corrispondenti a tntte le ascisse possibi- 
li da C in D , sarà nello stesso tempo maggiore o minore di 
ciascuna delle somme delle simili quantità J?(x ,'y) i~F(x ,y) 
appartenenti a tutti i pnnti possibili R , g , O > S ec. , H , A , 
N,L ec.» nelle altre curve qualunque ROS,HNL, o cor- 
rispondenti a tutte le ascisse possibili da G in D. 

Ma può essere la somma delle quantità F(x f y) maggio- 
re o minore di quella delle quantità F ( x > 'y ) , senza che per 
ogni punto G della curva EMF la quantità F(*,jr), che 
ad esso appartiene, sia nello stesso tempo maggiore o minore 
della quantità F ( * , 'y ) appartenente al punto g a lui omolo- 
go in nna qualunque altra curva ROS ; imperocché la som- . 
ma delle quantità corrispondenti ad un certo tratto di curva 
EM , può esser minore della somma di quelle che conven- 
gono al tratto RO omologo di un* altra qualunque curva ROS, 

e nulla ostante la somma di tutte le quantità da E in F supe- 
rare la somma di quelle da R in S, e ciò per cagione dell'ec- 
cesso delle quantità da M in F sopra quelle da O in S, il 
quale può superare non che eguagliare il difetto delle due pri- 
me somme ; così potrà esservi il massimo o minimo per un in- 
tiero arco di curva terminato tra due limiti , mentre questo 
stesso massimo può non aver luogo per gli elementi od archi 
ohe compongono la curva medesima. 

§■ 335- Spiegata distesamente la natura delle ricerche che 
siamo per intraprendere , incominciamo dalle cose più sempli- 
ci di questa dottrina per passare alle più composte * 



\ 
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Nella funzione F(*,^)di x e di y può la y trovarsi 
sotto i segni differenziali , o sotto i segni integrali , o sbaraz- 
zata affatto da questi segni . Si dice esservi sotto i segni diffe- 
renziali quando nella formazione della funzione entrano non so- 
lo x ed y , ma. ancora le quantità (£)>(??) ec.r essa vi è 
sotto i segni integrali , quando la funzione è formata da x , y , 
(g) ec. ? {Mdx , f'Ndx % ec, essendo M ed N funzioni di 

* '■*? * ( 4*. ) ^ ^ os * •?* -~ x y ^ una f unz ì° n c nella quale la jr non 
è imbarazzata ne da segni differenziali » né da integrali ; la fun- 

zione x(-jr) % — *y contiene fay sotto il segno differenziale, ed 

xf(i ^(£))dx-~y*(&) contiene la stessa variabile sotto 

il segno integrale ; d* ora in avanti tra le parentesi accanto al- 
la funzione P, noteremo la y con i segni da cni è affetta; 
così F(x>*y) ci indicherà una funzione nella quale la y noa 
è imbarazzata da differenziali ed integrali • 

Si dimandi la relazione che esser deve tra x ed y> per- 
chè la funzione data F(x>y) sia massima o minima. 

Rappresenti y = <p ( a? N ) questa ralazione , ed avremo 

F(a? >p(#)) per esprimere questo massimo o questo minimo: 

Óra supponiamo che quella relazione si muti» e divenga y = 
p[x) h* zw> ovvero y = <p(x) — zco ( indicando per i una 
costante indeterminata , e per w una funzione dì x parimente 

indeterminata ) ed avremo le due funzioni F(a? > p(a?) -+ ioo) f 

F ( * » p ( * ) — *<*>), le quali dovranno esser maggiori di 

F(a?,p(a?)) nel caso del minimo > e minori nel massimo > co- 

fnnnque d' altr' onde piccola possa prendersi l' indeterminata i : 

sarà dunque , riponendo y per £ ( a? ) , e scrivendo F per F (x 9 y ) f 



/F 



i-m (g) -*. 



f'w» 



rf*F 



, (y> •*■ ec 



ad una quantità positiva nel minimo e negativa nel massimo» 
e parimente 
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V(x,f - te) - F(«,J-) = - tetj) H- lf (£!) H. «e/ 

s= ad una quantità negativa nel massimo e positiva nel ihini- * 
ino; dunque per uii ragionamento simile a quello fatto al §, 57, 
concluderemo che per determinare il massimo od il minimo 

debbe aversi V equazione ( - ) = o ; da questa ricaveremo il 






valore di y in x : la funzione F(ar>,y) b massima se { — ) è 
negativa» ed è minima se positiva. 

Per farne uà esempia» sia F(jc,^) = y' — xy, ed avremo 

( j ) = ay — or = o , (p) = 2 r dunque tra tutte le linee 

che possono disegnarsi in un piano > quella r nella quale il qua- 
drato di una qualunque sua ordinata diminuito» del rettangolo 
dell* ordinata neir ascissa r è un minimo 9 ha per equazione ay 
— x = o ; essa dunque b una linea retta r nella quale le or- 
dinate sono sempre eguali alla metà dell* ascisse corrisponden- 
ti , e fa con: V asse un angolo* di cui la tangente è = — . 

§• 33& Supponiamo* che lav funzione,- la quale dee diveni- 
re massima o minima contenga ar,,y, e (^)Vsiacjoè F( x,y, (^)) 
ovvero F(»iy»p)r poiché; noi d*ora in avanti indicheremo 
per p la quantità (^). 

Questa quantità (^) , la quale può* considerarsi come una 

funzione cognita di x , allorché si conoscer la relazione tra x ed 
y > è in questo caso una funzione ancor essa incognita di x 
come lo era la y: queste due funzioni però sono dipendenti 
tra loro, e si ottengono una dall' altra per mezzo della diffe- 
renziazione . 

Sia y = p ( x ) la relazione là quale rende questa funzio- 
ne massima o minima > ed avremo p = (^)l così il massima 
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o minimo «ara F(a?,f,{|j£)). Quando p sostitnito invece 
di y » rende la funzione massima o minima , se poniamo p 
io, ovvero p — *w invece di y> e perciò (2?) -+. i(-), 

(^?) — *(S) * nvcce & ($)> le due funzioni che indi de- 
rivano 
F(*,^H-^,(g)H-^(g)) 

debbono essere minori di F(a?,p>(^)) nel caso del massi- 
mo , e maggiori jiel minimo > comunque piccola possa prender- 
si la costante i ; dunque ( ritenendo y per $ ) le differenze 

F(* , J •+ i» >J> -h i (£)) — F(a? ,jf ,p) 

debbono essere positive per il minimo e negative per il mas- 
simo . 

Queste differenze sviluppate in serie secondo le potenze 
di i per mezzo delle formule del §. 35 > sono 

(£)H£)> ^ £{»'(£) H-eo.}-,- «e. 
r-i{-(f)-K£)(f)>H.£{^(9)H.»(*)(g)H. 

(£)•(?» "ri {»'<£) -i-ec.) -4- ea, 
e debbono essere negative nel massimo e positive nel minimo* 
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Affinchè ciò succeda per qualunque valore di i , bisogna 
cbe i coefficienti della prima potenza di i si annullino da se 
medesimi , e che quei della seconda siano negativi nel massi- 
mo e positivi nel mimmo ; V equazione dunque che debbe dar- 
ci il massimo od il minimo sarà 

(«).,. ..»(J)-H£)(2) = o. 

Avremo il massimo quando il coefficiente & ì* sarà ne- 
gativo \ ed il minimo se sarà positivo * 

Ora T equazione (a) dovendo esser vera per qualunque 
valore di u, è necessaria che i diversi termini della medesima 

si annullino da se stessi; avremo perciò (^} = o> f (~ ) = o : 

queste due equazioni non possono sussistere nello stesso tempo 
a meno che esse non abbiano un fattot comune funzione di 
# > y > e p * il quale eguagliandosi a zero > vi soddisfaccia si- 
multaneamente y o che una inehiuda in se Y altre : fuori di que- 
sti casi , determinata in virtù della prima equazione > la rela- 
zione tra x ed y , resta anche determinata quella tra p ed x * la 

filale in generale non soddisfarà itila seconda equazione (^) = o: 

dunque non sf può in generale risolvere questo problema quan- 
do si voglia che il massimo o il minimo- sia preso relativamen- 
te alle due funzioni variabili y é p . 

Per questo ci contenteremo di ricercarlo relativamente al- 
la y> oppure alla p , ed avremo in questa guisa due soluzioni 
del problema i la relazione allora per determinare y in x c\ 

sarà data dall' equazione ( j ) = o ovvero {j) = o > secon- 
do che avrera cercato il massimo o il minimo relativamente 
alla y od alla p % Vi sarà il massimo* rapporto ad y se ( jf ) 
sarà negativa > ed il minimo nel caso opposto ; e relativamen- 

te a p, il massimo ed il minimo dipenderanno dall' essere (^-f) 
quantità negativa o positiva. 
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•p- §. 332* Generalizzando questo ragionamento « sarà facile con- 

chiudere , che. se dimandasi la curva nella quale una qualun- 

que data funzione di x ,y ,p i q = (0) > r = (^) ec, deb- 

ba essere un massimo o un minimo > si potrà cercare il massi- 
mo o il minimo relativamente a ciascuna delle quantità y ,p > 
j,r ec. ^ per il che avremo tante soluzioni differenti , quante 
sono le stesse quantità ; V equazione poi la quale conterrà la 
relazione che si conviene al massimo o al minimo, sarà in gè* 
nerale un' equazione differenziale dello stesso ordine, del qua- 
le è la funzione proposta per diventare massima o minima.. 
Facciamo un esempio. Si dimandi la curva EF, per la 
] 4 quale condotta in un qualunque di lei punto M la tangente 
TMf che incontri ih T e t due ordinate corrispondenti alle 
ascisse AB £= m y AC = 72, prolungate se fia bisogno, il 
prodotto delle porzioni TN,f/z, intercetto tra Tasse e la tan- 
gente , sia un massimo o un minimo . 

Chiamando * e (3 le coordinate della tangente Tf, abbiain 
trovata al §. 78. la di lei equazione così espressa 

$=*y — x (jì' ""** (&*' ^ un ^ ue Scendo in essa * = m, 
* == n > avremo 

TB » y - x (g)H- m{%) 

*C ~y — * (£) •+• n (£) > c perciò sarà 

* 

{^(ro-*) (£)} {*-*-(*- *) (£)} » ovvero 

{y «4- (/» — *)i , } > O ■+ C 72 — *)p} * a gu* 11 ^* che dcbhe 

essere massima o minima. 

' Ora secondo ciò che abbia m detto qui sopra , possiam pren- 
dere il massimo o il minimo per rapporto all' una o all' altra 
delle due quantità y e p . 

Prendiamolo relativamente alla variabile p » che determi- 
na la posizione della tangente, e le due coordinate x y y sa- 
ranno allora riguardate come date per ciascun punto della curva . 
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Indichiamo per F la quantità che dee divenir massima , ed 
avremo ™ig. 



d? 



(g) = (y H- (n — x)p) ( m — a?) H- (y -+ (to — *)i>)X 
(« — *)=o 

La prima equazione ci darà la ricercata relazione tra x 
ed y , che sarà (?) = (** — » — »)? L a seconda ci dice che 

il massimo ha luogo in tutta la porzione di curva, per la qua- 
le le due quantità m — x , n — x , hanno segni differenti , e 
che il mìnimo ha luogo quando queste hanno lo stesso segno; 
di modo che il massimo ha luogo per tutti i valori di x com- 
presi tra i limiti m,n, ed il minimo per quei valori di x » 
i quali cadono fuori di quei limiti . 

L' equazione poi (?) = («*-"»-»>* s i r iduce a 
a -!• ( è ) s=s — — -4- — L_ , il cui integrale è 

2 logy == l(x — m) -{• l(x — n) h- ZC , ovvero passando 
dai logaritmi ai numeri , y* =2 G(x — m)(x — rc ) > essendo 
G una costante arbitraria : questa sarà 1' equazione della curva 
ENMF, la quale goderà di quella proprietà di massimo. 

Se OLIO. 

§. 338. Il primo dei Problemi di massimi e minimi, della 
specie di quei che consideriamo , fa risoluto da Neuton : egli 
nel suo libro dei principi dette Ja costruzione della curva dal- 
la rivoluzione della quale si genera un solido che soffre la mi- 
nor resistenza possibile movendosi in un fluido, ma ne occul- 
tò la dimostrazione. 

Nel 1696. cominciò a rivolgersi l'attenzione dei Geome- 
tri verso questioni di questa fatta . Giacomo Bernoulli per il 

Tom. IV. Z 
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primo propose il famoso Problema della Brachistocrona o del- 
la linea della più veloce discesa „ si cerca in questo tuia cur- 
?» va per la concavità della quale discendendo un corpo, giun- 
» ga nel minor tempo possibile da un punto all' altro , essen- 
» do i due punti situati fuori della stessa verticale » . 

Risoluto questo Problema da Leibniz > Nenton , de V Hos- 
pital 9 e Giacomo Berooulli Fratello di Giovanni , f u da lui 
proposto il celebre Problema degli Isqperimetrì , nel quale cioè 
» di tutte le curve che hanno lo stesso contorno si cerca quel- 
„ la che chiude il maggiore spazio „ . Giovanni Bernoulli* cui 
principalmente era diretto il Problema , non giunse a risolver- 
lo, finché nel 1701. comparve la soluzione di Giacomo Ber- 
noulli inserita negli Atti di Lipsia. 

Altri Problemi di simil natura furono proposti e risoluti 
dai Geometri , ed i metodi per 2 quali si giungeva alle lor so- 
« luzioniv erano in ultima analisi quello di Giacomo Bernoulli re* 
so più o meno semplice ; essi avevano sempre qualche cosa di 
particolare al Problema preso in considerazione , e lasciavano 
desiderare un metodo generale e comodo per trovare le equa- 
zioni differenziali > dalle cui integrazioni dipendeva la soluzio- 
ne di tali questioni . 

Questo metodo comparve nel 1744* e fu dato da Eulero 
nella sua Opera , Methodus inveniendi lineas curvas ma- 
xima minimare proprietate gaudentes ; da queir epoca in 
poi la ricerca di una curva , nella quale una certa quantità 
fosse massima o minima > non dipendè che dall' applicazione 
del metodo di Euler , ed in queir Opera immortale non solo 
si trovarono risoluti i Problemi tutti , le cui soluzioni aveano 
fatto tanto rumore nei tempi precedenti » ma ancora un' infini- 
tà di altri forse di maggiore difficoltà . 

Il metc(do per altro di Euler era , per dir così , una combi- 
nazione di analisi £, di sintesi . Si appoggiava ad alcune con- 
siderazioni Geometriche , e del resto vi si adoprava il Calco- 
lo Differenziale ordinario . Il celebre Geometra dei nostri tem- 
pi T Italiano La -Grange riuscì a fare di quelle dottrine un nuo- 
vo ramo di pura analisi , sbarazzando intieramente il metodo 
di Eulero dalla Geometria . Egli inventò il Calcolo delle Va- 
riazioni , per il quale stabilì il simbolo da usarsi > e dette i 
fondamentali teoremi di queir algoritmo > 
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Eulero fu il primo a riconoscere l' eccellenza tlel metodo 
Italiano > e da quel momento i Problemi sopra le curve che go- 
dono di qualche proprietà di massimo o di minimo * si consi- 
derarono come appartenenti ad un calcolo affatto distinto dal 
Calcolo Differenziale. 

Pareva che per tali indagini nulla più restasse a deside- 
rare • Si aveva un metodo generale per attaccare qualunque Pro- , 
blema * e non si incontravano che difficoltà di puro calcolo ; 
pure restava ancora a farsi un importantissimo avanzamento. 

Eulero , cui non vi è parte di Matematica pura o mista * 
ghe non debba riguardare come il suo creatore > o almeno pro- 
motore , cercò di ricondurre il Calcolo delle Variazioni al sem- 
plice Calcolo Differenziale: egli vi riuscì riportandolo alle dif- 
ferenze parziali : ecco come egli si esprime a questo riguardo . 
„ Videhatur igitur calculus variationum, omnino singulare cai- 
» culi genus constituere , vernm postquam ejus indolem accu- 
,* ratins essem perscrutatus , universum huno calculum perspe- 
„ xi levi facta iinmutatione , ad secundam partem Calculi In- 
„ tegralis „ ( e questa è quella degli integrali dell' equazioni 
a differenze parziali ) „ cujus elementa in tertio volnmine ope- 
„ ris mei de hoc argumento exposuf , reduci posse » Nov. Com* 
ment. di Pietrob. Tom. XVI. e Cai. Int. Tom. IV. 

Anche il celebre Geometra Frisio partendo da considera- 
zioni affatto diverse da quelle di Eulero , ridusse il Calcolo 
delle Variazioni al semplice Calcolo Differenziale. Si può ve- 
dere a questo proposito il primo Volume delle sue Opere pub- 
blicate in Milano nel 1782. 

Ritornato così il Calcolo delle Variazioni a non esser che* 
Calcolo Differenziale, è stato liberato da La -Grange da ogni^ 
considerazione d' infinitesimi , e ridotto alle quantità finite , di 
modo che non forma ora che una continuazione dell 9 ordina- 
rio metodo dei massimi e dei minimi. Noi lo esponiamo sotto 
questo punto di vista , e crediamo poter asserire che non si 
perverrà a dar maggior s empietà a queste dottrine di quella 
che esse hanno , trattate in cotal guisa . 

§ 339- Veniamo adesso a parlare dei massimi e dei mi- 
nimi delle funzioni che contengono la y sotto il segno d* inte- 
grazione ; e per limitare in qualche modo la nostra ricerca 
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v . proponiamoci di trovare il massimo o minimo di una formula 
* l S • integrale frdx . 

Incomincieremo dai casi più semplici per andare in segui- 
to ai più composti • 

Di tutte, le curve HL>EF,RS ec> i di cui estrerai cor- 

rispondono alle stesse ascisse AG = a > AD = 6, troviamo 

quella per la quale fvdx è massimo o minimo > essendo T 

una funzione di x e di y . 

Indicando per ¥(xyy) o semplicemente per V questa fun- 
zione , si dimanda dunque la relazione tra x ed y r perchè Y in- 
tegrale ffdx sia massimo o minimo > preso quest* integrale da 
x = a sino ad x = b > cioè supponendo che egli sia nullo 
quando x = a , e massima a minimo quando x = b . 

Se noi indichiamo per y =■ p{oc} la cercata relazione sarà 

ff ( x > p ( x ) ) dx il massima a minimo ; facendo pertanto 

y =s p h- i w , y = p> — rio > le due qhantità 

fY(x>p~hiu}dx 

fv(x> p — tu) db; 

saranno nella stessa tempo maggiori di fv (x>p)dx nel mi- 
v nimo , e minori nel massimo ; dunque ( riponendo y per p ) 
le due differenze 

* 

f?(x>y -+. iu)dx — f^(x,y)dx 

fV(x t y — i<à)dx—f?(x i y)dx 

saranno negative nel massimo) e positive nel njinimo. 

Sviluppiamo in serie queste differenze secondo le > poten- 
ze di i , ed avremo 

£/•(£).*»-«• £/»' ( £ ) ** •+ «• 

_t/ U (^)<i»:H-^/»-(9)^-ec., 

le quali , sebbene siano composte di un numero infinito di ter- 



r 
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mini » potino però ridarsi a finire ove si vnole per mezzo del- 
le formule per calcolare i resti date al §. 36. 

Siccome- possìam dare ad i nn> valore- così piccolo come 
ci piace » così: ( §, 57-) potremo» sempre.- ridurlo' tale ,, che i due; 
primi termina 

if w ( H ) dx >» — ifiìì{ — )dx: superino' la somma, di tutti quei' 

che segnano» nelle respetti ve- serie y e che in; conseguenza cia- 
scuna dr quelle serie sia: positiva o negativa, se è positivo o» 
negativo» il suo primo termine-: ora di quei: due- termini r uno 
è necessariamente positivo v V altro* necessariamente- negativo ; 
dunque- se- per y consideriamo^ aver sostituita* quella funzione 
di x che* soddisfa: al' massimo o minimo y debbono' necessaria- 
mente annullarsi; quei due primi termini v giacché- senza- questo 
le due serie* non* sarebbero negative insieme e positive* insie- 
me ; dunque perchè vi sia il massima o minimo r dovremo avere 

y*co (^?)dx'= o prendendo* Y integrale da- x = a sino ad a? = b r 

qualunque valóre- d K altronde: voglia* darsi ad uv 

Converrà; por che T integrale- jfw 1 (^![) dx sia una quan- 

tità negativa* nel 7 massimo y positiva nel minimo ,> il tutto con- 
forme alle Teorìe dei §§. 57 e seguenti . 

La prima' di" queste condizione ci dà (-?)= o, da cui 
ricaveremo r equazione* della curva* cercata i. e là seconda: è* 
adempita > se ridotta la. quantità: ( j¥) ai essere- una 1 - funzione- 

della sola x y rimane- essa< positiva- per tutti i valori di a? com- 
presi tra i limiti x == a r a?= b r ovvero» negativa' per tutti: 
quei medesimi valori. Questa regola meglio* si comprenderà- do- 
po il lemma che spiegheremo al §i 35 r. 

Se dando ad x tutti i valori possibili da # = w sino ad 
x — b>i valori di (■£?) passeranno* dall r esser positi vii all'es- 
ser negativi e viceversa , allora nel tratto di curva 1 da noi vo- 
luto , avrà luogo il massimo ed il minimo : vi sarà il massi riio 
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per la porzione di qnel tratto > ove qoei valori saranno nega- 
tiva -, ed il minimo ove saranno positivi . 

$. 340. Facciamo a maggiore sckiarimento qaalcfee «sempio . 

Si cerca la cerva > la quale tra rotte le curve i cui termini 
corrispondono alle stesse ascisse > abbia il valore della formnla 

f {'tt'x — yy y ydx massimo o minimo . 

Avremo per questo caso v = { a'x — M)y • <fanqae 
(^) 5= a'x — $y* 5=Oj e 1* equazione cercata «ara 

J 3 

La curva pertanto sarà una parabola Apolloniana* 
Per indagare se ha luogo il massimo o minimo-) prendia- 
mo il valore di (^)> ed avremo 

{jir) = — 6y = — 6 \/ ( -i a'x ) ; dunque essendo {—) «cm- 

pre negativo , concluderemo che ha luogo il massimo . 

Per i3ti altro esempio dimandiamo la cnrva nella qnale 
il valore della formula 

f{ i$a'*x*y — i^a^xy -f S^y 9 — 3y T ) dx t è massima o 

minima. 

Sarà T s= \$d*x t y —i$a*xy-ì* s a ' % y* — 3/ : avremo 



= 15(0^ — y)(a'*-*/— a' 1 ) = o. 

Il primo membro di quest* ultima essendo composto di due 
fattori , potremo in due modi soddisfare al Problema , ed avre- 
mo per la curva ricercata o quella data dall' equazione yy = 
a'x , o T altra rappresentata dall' equazione jf = a'* — a'x . 
Ciascuna poi di queste curve esprime una Parabola Apolloniana. 

Considerando la prima curva , noi abbiamo 
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quantità (a' — w)aV(a'*) essendo positiva per tutti i va-.,, 
lori della x da a? = o sino ad x = -J- , e negativa per tutti i 



valori al di là di — » ne concluderemo esservi il minimo per 

i tratti dì curva compresi tra i termini * = o. ,, x> = — , ed 

il massimo per quei tratti al di là dell' ascissa •£ „ 
Per la seconda curva si hai 

(~) = 30 «2 — a/) = — $>W— ax). a' (a'— a*},. 
e si vede che da x = o sino ad x = — abbiamo il massimo; 

2- 

da x = — sino- ad. x = a si ha. il minimo ; e per tutti i va- 

9" 

lori di x al di sotto di zero > abbiamo sempre il massime*. 

S* avverta che la quantità a si è considerata positiva... 

$. 341. Di tutte le curve HI*,EF,RS ec. , i cui estre- lé ^ 
mi corrispondono alle stesse ascisse AC = a , AD = b y pro- 
poniamoci di trovare quella EF, per la quale la quantità fvdx 
è un massimo o< minimo 1 essendo ¥ una funzione conosciuta 

di a?,j«,p.= (^>- 

Questo Problema potrebbe enunciarsi analiticamente così; 
indicando per ^{x^y ^pj o semplicemente per ¥ una fu ozio* 
ne di - x >y r e p , sr dimanda la. relazione tra x ed y y perchè 
T integrale fvdx sia un massimo o minimo prendendo quest' in- 
tegrale da x = a sino ad x = b , cioè supponendo che egli 
sia nullo quando x = a * e divenga un massime o minimo quan- 
do x = b . 

Se noi indichiamo- per ■ jj = p(a?) la cercata relazione > sarà 

f*(x )<p i(j£))dx il massimo o minimo j facendo pertanto 
y : = s 9 -+• *w , y c= p — £u , le due quantità 
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/T(*'»*H-i«,(g)H-2(£))-a«" 

saranno nello stesso tempo maggiori di /Y ( a? , p ^ ( ^ ) ) dx nel 

minimo , e minori .nel .massimo.; adunque .{ pongo y per ^ ) le 
due differenze 

/T(»,jr-ii»,(£)-i(5))A»—/T(«,», (£))«& 

saranno negative pel massimo > e positive pel minimo . 

Sviluppiamo in serie queste .differenze ed avremo^ indi- 
candole per D , D' > 

H- ce. 

— j- ec 
Ora queste due -serie prendono le forme 
Ai »-*• Bi l h- Ci* **• ec. 
— Ai h- Bi* — Ci* -4- ec 
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le quali sebbene siano composte di un numero infinito di ter- 
mini , ponqo però ridarsi a finire ove si vuole .per mezzo del- 
le formule per calcolare i resti , date al §. 36. 

Dengue col medesimo discorso fatto al $. antecedente, pro- 
seremo che fintanto sussisteranno i primi termini di quelle se- 
rie , pptrem prendere i così piccolo , che ossi superino le som- 
me di tutti quei che gli seguono, per la qual cosa* le. due se- 
rie saranno necessariamente di segni contrari ; e che perciò quel- 
le due serie non potranno essere ambedue positive 9 ó ambe- 
due negative se non si annullino i coefficienti della prima po- 
tenza dell' indeterminata i . Si proverà di più xhe vi sarà il 
massimo quando il coefficiente della seconda potenza sarà ne~ 
gativo 9 ed il minimo nel casQ opposto: dunque il massimo sa- 
ya dato dalle due equazioni 

A = o , B = — 

.ed il minimo dà 

A t 

A = o , B = -4- • 

Il tutto passa come nei Problemi ordinar) dei massimi « 
.dei minimi • 

Perchè abbia lnpgo il massimo o il minuto , abbiamo fapr 
,que Y equazione 

/<•.<£)-*<£){£)} «fa -O, 

e soddisfatta questa, debbe la quantità 

/Tr(f )*•(£> (&)-•• (£>•<£>>«* -* p° sitk » 

nel minimo , e negativa nel massimo , qualunque valore voglia 
darsi ad co , facendo però sempre le integrazioni da x = a 
sino ad ac s= b . 
Facciamo ora 

df = Mdx h- tidy ri- Vàf » « .*arà M s= (g), N = (£), 

Tot». IV. A a 



\ 
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1 Per soddisfare alla prima condizione , supponiamo che sia: 
/(wN -j- 1* (£})dx t= * -f. /3w , essendo a e {3 due fanziodi 

di a: e di p da determinarsi : differenziamo quest' equazione T 
. ed avrema 

. Nw ^ P (7l)"= (£) "*• (f )"H- /3(£), che ci dark tra • i dinr 
coefficienti indeterminati <*• e £ queste tre equazioni ( ^ ) = ° r 

Avendo due quantità da determinare , e rre equazioni, 
troveremo un' equazione di condizione , la. quale deye da per 
se medesima sussistere , acciò questa determinazione abbia luo- 
go ; tale equazione ci sarà data eliminando fi per mezzo della se- 
conda e. della terza* equazione ; avremo pertanto * = C costante 

p = F 

» me 

(a).. . . .-.' ;.'. ;•■;': ." ..... . . N -. JL dP = o. 

1/ ultima equazione è quella di condizione ; la quale stabili- 
sce la relazione tra le quànrtità N e P, ed in conseguenza, t*a 
# ed y , acciò la formula ffdx possa divenir massima, o, mi- 
nima . Presa a capriccio una relazione tra x ed y , e determi- 
nati in virtù di. essa i valori di N e di P , si può vedere 
se abbiamo indovinata quella* relazione che rende fa fòrmula 
fvdx massima o miniiha , esaminando se Inequazione (a) è 
sodisfatta in virtù di tal relazione. "Viceversa non conoscendo- 
si la relazione tra y ed x , questa, ci sarà data dall' equazio* 
ne ( a ) • r 

§, 34«. 1/ equazione dunque della curva cKe gode di quel- 
la proprietà di massimo o- di minimo > sarà 

N — - =3 o ; quest'equazione è generalmente parlando un'e- 

qunzione differenziale del secondo ordine; il suo integrale dun- 
que conterrà due costanti arbitrarie > per mezzo delle quali 
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potrem soddisfare a *ìoe condizioni : fao detto in generale., poi- pjg, 
che se la funzione T non conterrà p .elevato & (dimensioni, .mag- 
giori della prima* l\ equazione 

]ij — =z p sarà del primo ordine > poiché nel caso diverso 

dx 

entro la P si trova p, e parcìò contiene allora dei ..termini o- 

▼e è ■(&) i cioè i differenziali .secondi . 

#[3 perchè effettivamente k curva goda della proprietà del . 
massimo o del minimo per il di Oiei tratto EF, bisogna che il 

valore C -i* Pw dell' integrale /(oaN ^ (£)?}<& prese .tra 

i limiti p == a , # = & , sia nullo; per questo, supponiamo rap- 
presentata da n là quantità Poo, e sarà C-hO quella espres- 
sione che devo ,esser nulla da oc = a sino ad a? = b : sia 
.dunque A il -valore di n -quando a? = a , è B quello della 
-stessa Q quando a? =*= b > ed avremo le due quantità C^A^ 
d H- B delle quali la differenza dovrà esser nulla : dovremo 
.avere pertanto B — A = p . 

A quest' ultima equazione soddisfaremo per mezzo delle 
costanti arbitrarie , che entreranno neir espressione di y , data 
.dall' equazione della curva del massimo , avendo nello stesso 
tempo riguardo alle condizioni speciali del Problema . 

Così per -esempio * se il valore di y corrispondente al prin- 
cipio ed alla Hoc dell' integrale > ove le ascisse sono x = a^ 
,x = b , è dato , allora il valore di co,, che ne è V aumento ., 
.sarà nullo jiejle due quantità A e B* e ,1' equazione A — 
B =: o resta soddisfatta da * se medesima . 

• 

Si dice poi il valore di y dato per le due ascisse a? *r= a > 
x = b 1 quando la curva , per la quale ha luogo il massimo 
o minimo , termina a due punti fissi > dei quali son cognite le 
coordinate , o deve incontrarne due altre curve nei punti cor- 
rispondenti alle ascisse x ;= a , x = b , giacché allora le or- 
dinate y che corrispondono a questi punti , sono espresse in a 
jù b in virtù dell' equazioni di quelle curve , la cui natura si 
suppone conosciutili 
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Fig. '' l - Noi supporremo prima, che la curva debba terminare a 

due punti fissi dati di posizione , ed in seguito considereremo 

il caso in cui essa debba incontrare due curve di natura data* 

Si può giungere ai medesimi risultati per altra via . 

Per mezzo della regola d' integrare per parti , data al §. 

108, sì ha 

/{wN -+ P(g)} dx ==/uN<fa -+ Pw — /w £ dx = Pw -+ 

/w «f N — |j£} cfo , e perchè abbia luogo il massimo o mi- 
nimo, debbe esser nulla la quantità 
Pw H-/w {N — ^j* dx tra i limiti «ssa, * = 6'. 

Per determinare la relazione tra x ed y , la quale ci dia 

la curva cercata , facciamo N — ~ = o , ed avremo allora 

questa relazione data iti generale da una equazione differenzia- 
le del secondò 1 ordine in a? ed y , V integrale della quale con- 
terrà due costanti arbitrarie . 

» 

Fatta la quantità /w {N — ^} dx eguale a, zero, resta 

il tergine Pti) , che è allora il valore dell' integrale 

/{ wN •+ P (7- )"} dx » il quale deve essere nullo da a? = a 

sino ad a? = b. Sia dunque A il valore di Pw quando x = a, 
e sia B il di lui valore quando a? = b , ed avremo la diffe- 
renza B — A la quale deve esser nulla; dunque B — A = o 
è l'altra equazione che deve essére soddisfatta, acciò la cur- 
va del massimo o del mimmo ( la cui equazione è V integra- ' 

le dell* equazione N — £ = ) abbia quella proprietà tra .le \ 

due ascisse k = a , x ss b . ^ 

§• 343- Prima d' inoltrarci dt*$iù in queste Teorìe fermia- 
moci a far qualche esempio . 

Dati due punti M , N , trovare là linea più corta di tutte 
1 5 quelle che si possono far passare per i medesimi due punti . 



»5 
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Si sa dalla Geometria Elementare che questa linea è la pj<r. 
retta, pure abbiamo scelto questo Problema semplicissimo per* * 
render facile la prima applicazione delle Teorìe qui sopra 
spiegate, e per mostrare il consenso delle medesime con le ve- 
rità conosciute d' altr* onde . 

La dottrina delle rettificazioni ( §. 81. ) dell© curve ci dà per 

la lunghezza di un arco qualunque la formula fdx V ( i -+pp)) 

prendendo quest* integrale dall' origine dell' arco sino al termi- 
ne del medesimo ; la quantità dunque che dovrà per noi dive* 

nir minima, sarà fdx V ( i H-pp), i termini dell' integrala 

corrispondendo alle ascisse AD , AC . 

Facciamo pertanto Y = \/(iH-pp), ed avremo 

dv = ,, p — - do : T equazione dunque che dar ci deve la 

relazione per il minimo, e che in generale è N — j- dP = o, 
diviene dP«o,-e perciò P = Cost. 

Avremo dunque — - £ . = Cost. e lo stesso p sarà egua- 
le ad una costante arbitraria n ; dunque p = n sarà 1' equa- 
zióne differenziale della linea del minimo . 

Quest* equazione ci dà y = nx h* ot essendo m un* altra 
costante arbitraria ; dunque la linea retta rappresentata dall' c- 
quazione y = nx h- m sarà là linea brevissima da noi richiesta . 

Questo minimo poi sarà 

fdxy/{ l -bpp) =>fdx\/( I H*/z/2)==C-4-*V f ( I H- 7272) = 
x^{\ -+.7272) — aV ( i H-7272) volendo che egli svanisca 

quando x = a . Facciamo dunque x = b , e s* avrà y/ ( i -f- 7272 ) X 
(b — a ) per esprimere quella minima distanza . Assoggettia- 
mola ora alle condizioni di passare per i punti M ed N . 

Siano a , * le coordinate AD , DM che determinano di 
posizione il punto M , siano b , (3 quelle per il punto N ; per 
V equazione B — A =5 o , che come abbiamo detto al §. an- 
tecedente , deve essere sodisfatta , si. ha 

,, * — r w" 77—^7 — r w' = o essendo w" , w' i valori di co 
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■pj alla fine ed al principio dell 1 integrale . Ora dovendo passare 
la linea per due punti fissi , queste due .quantità w' , co" sono 
nulle da se xiied.csime; dunque T equazione B — A t= o è sodi- 
sfatta <Ia sa stessa, e noo ci determina cosa alcuna. Le due costan- 
ti m ed /2 rimangono per anche indeterminate ; se però facciamo 
nelT equazione della curva x = a , x — £ > siccome allora dob- 
biamo ottenere^ = *> ^ = Pj così avi;emo «jucstp dqe equazioni 

(ì — nb -h m $ 

dalle quali si ricaverà 

yz = ~^ , ra = ^|^— » e la nostra equazione per la line* 

del minimo sarà 

y = ^ ~* oc -+ •**-—= , nella quale tutto è determinato - 

Jl valore poi della miqima distanza MN sarà 

(5~a).V{iH-(f57) , }=V(C6-a) , ^ J C^-^) 1 ), 

coma si sa dalie proprietà del triangolo rettangolo . 

Se non fosse prescritta la condizione di passare per due 
punti dati , allóra Y equazione B — A = o ci darebbe 

— c= o . ovvero n = ©* il che ci dice che la linea delr 

la più corta distanza corrispondente ai punti D , C , è .una qua- 
lunque parallela air asse, che ha per equazione y = m come 
è per se medesimo evidente . 

In generale osserviamo che la curva , nella quale fvdx 
debb' essere massima o minima ., è sempre una Jinea retta , se 
¥ è una sola funzione di p . 

§. 344 Proponiamoci ìq stesso Problema sotto un aspetto 
più generale , 

Date di posizione in nn piano e la linea retta FG ed 
il circolo NHL, trovare la più corta distanza tra essi. Ci di- 
co la Geometrìa Elementare che questa minima distanza si ot- 
tiene abbassando dfil centro del circolo una perpendicolare so- 
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pra la retta : troviamo lo stesso risultato col metodo dei mas- p. 
simi e dei minimi . ^ 

Sia T equazione deHa retta s = et , e quella del circolo 

(z — m)* H- (u — n)* = r* f essendo m > n le coordinate del 

centro , ed r il raggio . 

Supponiamo che si prendano due punti M ed N, imo nella 
retta e Y altro nel circolo t e che riguardati come punti v dati di 
posizione, si cerchi la minima distanza: questa 1* abbiam trova- 
ta nel paragrafo antecedente rappresentata da 

^ (( b _ a y h- ( — «)• ) r essendo a = FD > b = FG , 

« = DM, = NC. ! 5 

Trovandosi il punto M nella linea , ed N nel circolo , sarà 

* = ea , |3= ot =± y/ ( r* — (6 — n ) a ) , e perciò 

( |Ef — a ) 2 =3 / m — eaz± V(r % — ( b — n ) a ) J* ; sarà dunque 

MN= {(&— a^H-Cra — eariVC^—C^ — n) 1 )) 2 } 1 . 

Per due altri punti M' , N' si troverà nna simile espres- 
sione della distanza M'N'> ponendo in quella trovata per MN, 
invece di a e di b i valori delle ascisse corrispondenti ai pun- 
ti MS W. 

Per risolvere il nostro Problema , Bisogna tra tutte le di- 
stanze MN , M'N' ec. , trovare quella che è la minima . 

Questa distanza MN essendo una funzione conosciuta del- 
le due variabili a r b r se ne determinerà il massimo o il mini- 
mo relativamente a ciascuna di quelle variabili > can le regole 
ordinarie insegnate ai §§. 60. e segg. 

Siccome poi quando è minima la distanza MN, è anche mini- 
mo il di lei quadrato, così cercheremo il minimo della funzione 

( b — a y h- {m — ea =± V{r % — ( b — n ) % )}\ 

Secondo le regole saddette facendo questa quantità egua- 
le a z i s' avrà 

(£)=*£ — a ^ e {>2 - e a =t a/ ( r 1 ~ ( 5— rt )*)}:= o 
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o. 



=tv/(r l -l*-«)*) 

Questa seconda equazione si riduce a quest' altra 
si ricava da queste due equazioni 

|(> ,yy-|,- fr) !B?) ' 



*V» 



(*~«r-^ 



jz 



72 



1-4- * ; 
tr 






per trovare a, si ha 

5 — a Hr 77ze — - e\x — 6 -Jr # =* o ; 

— ( i h- e* ) a h- ra.e h- # = o ; 

#» -4- * 



a=z -TÌTs> 



le due ascisse dunque , cui corrisponde la minima delle mini- 
me distanze , souo 



mt H-* 

7 -+T 7 ' 



/z* 



Da queste si ricava 

— , ss m 



15 Facciamo FI = *z , I1C = * , FQ = b , *QB = /3, e sarà 
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fa/2^. JJKF = ^g — ^^ — mt , ^ Ht ^^ — e _ 

fa^flf. KFE ; dunque BK è perpendicolare alla FG . 
Questa linea BK passa per il centro O ; infatti 

-ter 



tang.Om « j~ = V(l y' M « e = tang GPE 

*a»#.BKP; dunque OBR H* RBP -+ PBK *= 180 ; dunque 
BO 9 BK sono per diritto . 

Nelle superiori espressioni vi era il doppio segno; pren- 
dendo il superiore > come abbiamo fatto » si ha la minima di- 
stanza BK tra tutte le perpendicolari che vanno da un punto 
della circonferenza alla retta * e prendendo l' inferiore , s f avreb- 
be la massima BK • 

Si vede come avrebbe dovuto trattarsi il Problema , se la 
più corta distanza avesse dovuto terminare a due curve qua* 
iunque . *" 

§♦ 345- 1° generale , quando il Problema dimanda che la 
curva del massimo o dei minimo si termini a. due altre curve 
date 9 noi prenderemo per fissi due punti , ciascuno in una di 
quelle curve, e risolveremo il Problema come se la curva cer- 
cata passar dovesse nel suo principio e nel suo fine per tali 
4oe punti fissi . 

Supponendo le ascisse per quei due punti a , b , le ordì* 
nate saranno F(,a) > <p{b) , se le due cnrve sono espresse da 
quest* equazioni 

Trovata dunque la relazione che dà il massimo o minimo 
per il caso dei due punti fissi, sostituita questa relazione nel- 
la formula fvdx del massimo o del minimo , se ne faccia Y ef- 
fettiva integrazione, quindi preso T integrale tra quei limiti da* 
ti , avremo una funzione determinata di a e di b . Allora cer- 

Tom. IV. - B b 
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Vis. chererao quali debbono essere i valori di a e di h , da cui so- 
no determinate Té estremità dèlia curva', del massimo, nelle cur- 
ve date, accio tra tutte- le curve rappresentate dalla stessa re- 
lazione del massimo o minimo , e che finiscono in due qua- 
lunque altri punti delle purve estreme , si trovi quella per la 
quale la determinata funzione in a e b sia massima o minima. 
Questa secónda ricerca è un Problema dei massimi e dei mi- 
nimi ordinar;, appartenenti alle'dottriue jdei §§. 57. e segg. 

Gli esernpj renderanno più chiare queste Teorie . 
16 Date due curve EE,FF descritte in uno stesso piano ver- 

ticale, si dimanda la curva MN ed i punti M , N , nei quali 
• essa deve segare le curve date , accio un corpo grave giunga 
da M in N nel minor tempo possibile: questo è il celebre 
. Problema della Brachistoerona o linea della più veloce discesa. 

Secondo ciò, che abbiamo detto qui sopra, divideremo il 
Problema in due . 

I. Supponendo dati i punti M , N per mezzo delle coor- 
dinate AB , BM , AG , GN col metodo del § antecedente, cer- 
. ch.eremo la relazione tra x edy> che ci, dia la curva MN--deÌ- 
la più veloce .discesa, coojc se il corpo dovesse andare dal pun- 
to M ad N. 

IL Trovata questa curva* ]\I-N determineremo aualiticamen- 
te il tempo che s' impiega da M in N , e questo tempo sa- 
rà una funzione di AB , BM , AG r CN , ovvero semplicemen- 
te di AB, AG , giacché BM , CN saranno date, per AB , AG 
in virtù dell' equazioni delle curve EE , FF ; cercheremo in 
seguito col metodo ordinario dei massimi é dei minimi (§• 60), 
quali debbono essere le ascisse AB , AG , affinchè queir espres- 
sione del tempo- divenga la minima* , ed avremo in questa ma- 
niera i punti M,N (a). 



«■ta 



(a) Nel- Calcolo delle Variazioni si trattavano siffatti Problemi sen- 
za questa distinzione in due parti; ma oltre non guadagnar nulla in so- 
stanza rapporto alla brevità delle lor soluzioni , divenivano esse intrigate 
ed imbarazzanti ; e tanto più poi lo sarebbero state per le Teorìe ila noi 
spiegate qui sopra, le quali più non contengono le variazioni Infinitesime 
delle quantità . Quest' idea di separare in due il quesito, la quale lo stesso 
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I Sia AB = a , AG = ò, BM » », CN » 0, AP *==>,; p . 
PL =«: sia m T altezza dovati alla velocità , eoa la quale ? 
il corpo debbe incominciare a moversi in ug ponto della cur- 
va EE per giungere nella curva .JT. Quando il corpo s^rà 
arrivato in L, 1* altezza cui si deve la velocità, sarà dàaque 
m H- HL , ovvero 772 h- x — et : è' inutile avvertire ^ebe noi 
consideriamo orizzontale l'asse degli y ì e verticale quello de- 
gli x. 

Nei corpi che cadono per la forza di gravità y essendo la 
velocità proporzionale alla radice deir altezza , potremo egpri- 
jnere per V ( m^ x '— a ) la velocità del corpo nel punto L ; 



ed essendo questa ( §. 93 ) velocità = (£), o t vvero (£) : (jj) 
quando s e jb si riguardano come funzioni di * ( §. 71 ) > s' avrà 

A Aé 

V(ro 1+ ce r— et) = (~ ) : (^) , ed in conseguenza l 

. 4 -i 

La quantità pertanto che debbe. divenir raipiniajj ^integrale 

Paragonando quest* integrile cori la formala f^dx > avremo 
.♦«y-Ld^L., N^£.) =,0, P^= (g) = 



~^P}\ equazione N - s F: o diverrà c£P = o, 



1 1 jtt—+\ — n — — ^-r ,,e 1 equazione .ix — 7- 



fc • 



Diamo all|t ^ostantp arbitraria la forma ..•—-.> essendo e 



T^T- — — — . r-pi 

t > 



Eulero giudicherebbe degna d* appartenere alta' sue" Gjteja immortale, 
Methodus inveniendi Lineai Curvas etc, mi fu, somministrata dal Consultore 
di Stato Paradisi, Letterato insigne e profondissimo Geometra 1 '" 
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nfl' arbitraria > ed avremo 1' equazione 

«?<--— »).vn ■«■/-> ^ Te » e ^ uesta e 1 aazi ^ ne differenziale 

dei primo ordine, sarà quella della Brachistocrona . 

. Riducendo una tale equazione,, si ha 
cp* = ( itt -4- » — « ) ( 1. -fr- J> ) > dalla quale si ricava 

P = ( % ) = V c -^~^l > che integrata divide 

■ • • * 

y ~=z fdx Y -z~~~"~ •* ^ » essendo C un* altra costante ar- 

bitraria; e quest'ultima equazione sarà quella della dimanda- 
ta curva della più veloce discesa . Le due costanti G , e deb* 
bono determinarsi in modo che la curva passi per. i punti M , N , 

1/ equazione (t£) = V~^~^r~4r> diviene 

( g ) ss — ^— — , facendo e — m — X4« = u: ora al §. 83 

noi abbiamo trovato 

(^)sa v (<*'-») p er '^2 differenziale dell' equazione della Ci- 

cloide (#ig. u)i > = \/(ad»— -V") -+ Are. senv.ee > es- 
sendo = aa il diametro del circolo generatore > e ruotando que- 
sto nel descriverla sopra Y asse degli y ; dunque la cercata cur- 
va del minimo avrà per equazione y = C — V (cu — uu) -— 
Are. seti v. u A essendo G un' altra costante arbitraria portata 
dall' integrazione : essa sarà una cicloide , ordinaria generata da 
un circolo » il cui diametro è e > e che ruota sopra Y asse o- 
rizzontale degli y. L*a posizione particolare di essa dipenderà 
dalla circostanza di dover passare questa cicloide per i punti 
M,N. Poniaipa neir ottenuto integrale il valore di u , ed a- 
vremo, 

y=s — V foie, — m — a?H-«) — (c — m — *H-«)/ — 
^rc. 5e« v.(c — m — a? •+ <* ) -i- C , ovvero 
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« •=? — \ {c(m H-* — «) — (toh-* — a) 1 } — Arc.senv.x ^3- 

(e — jb — *-h-«)h-C> essendo C un* altra costante ar- 

bitraria , e sapponendo = -j il raggio del circolo cui appar- 
tiene quel seno verso* 

Per determinare queste costanti > osservo che facendo j/ = d) 
debb' essere oc = * > e facendo y =z b> debbe aversi a? = (3 ; 
avremo pertanto tra C e e queste due equazioni 
a = — \/(otc — ni) — Are. sen v. (e — ot)h-C, 

6 = — ^{|c(/7zh*/3 — *) — (fl2H*0 — *)*} — Arc.senv.x 
(e — ra — H- *) H- C, dalle quali si ricava l'equazione 

— a4i = \/(wc — ro 1 ) — \/{ c ( ra ** P — *) — (»*•+■ 
jp — « )* % -j* -^rc. se/2 «. ( e — m ) — ^rc. sera v. ( e — 

fu — •+■ * ) y che servirà a determinare la . costante e . 
In quest' equazione i due archi che s* incontrano , apparten- 
gono ad un circolo il cui raggio è ~ ; per ridurli al circolo 
•he ha per raggio quello delle tavole > cioè V unità > scriveremo 
■J- Are. sen v. ("n") , e ^ Are. sen v. ( tgA,, ^ 4l> ) in 

vece di essi . 

1/ equazione poi B — A = o del §. 342 sarà soddisfatta 
da se medesima, poiché considerando come fissi i punti M,N> Y ^ 
ove comincia e termina fo Brachistocrona y sarà il valore di 
&) in quei due medesimi punti , nullo da se medesimo . 

§. 346. IL Cerchiamo ora V espressione dello stesso tem- 
po minimo t impiegato nella discesa da M in N lungo la Ci- 
cloide che passerà per quei due punti . 

Abbiamo sopra trovato t = f-r f^ 1 ** —* dee : poniamo 

in questa formula il valore di \/( 1 -+P*)* c ^ e ^ 
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Fl S- -.-t— x~r— i>. ovvero — ^ -.'avendovi fatto 

p — -~ -—r—. > ed avremo 

» I 

» . -» . ' - 

. I • . \ . ■ ' • . 

£ = f~—r? ^— - — -v da? >,£h.e. si riduce a 

J \ \t(m~i-x-a.) —(m-fx-*)*}- ' ''" 

' l 

t = f^r~r^\ & z Scendo z = m H- a; — « . Quest' integrale . 



dee prendersi da x = a sino ad a; '== &, ovvero da 2; = ni 
sino a s = m -h /3 — ^ . 

L' integrale di quella formula è ' ' 

t z= \/(c) . Are. sen v. % h- È cost. arbit. , ii quale predo, tr* 
i limiti dati, ci somministra 

t = V(c). {Arc.sen V .*C^^) -- drc.sjm V.~*}?e qne- 

to è il minimo tempo che può impiegare il Corpo per andare* dal 
punto M al punto N, o per parlare più esattamente, a questa 
quantità è proporzionale quel tempo minimo : essa rappresen- 
terebbe veramente quel tempo , se si moltiplicasse per! il • fat- 

* • « 

tore costante -^ chiamando g la forza di gravità , o 'la velo- 

cita acquistata da un corpo liberamente cadente io un fecon- 
do di tempo . Sarà allora t espresso iq secondi . 

Per due altri punti qualunque M',N' presi nelle due cur- 

f ve EE , FF , troveremo un* altra Cicloide che passerà per essi , 

IO ed un' espressione simile a quella sopra ottenuta, la quale ci 

darà quel minimo tempo che s'impiega ad andare *la M' ad N'. 

Ora tra questi minimi tempi nei quali un corpo pesante 
va da una curva air altra, cerchiamo ancora il più minimo ; 
per questo noi differenziamo V espressione di t considerando per 
variabili le ascisse AJB — a > AC c^= b , le quali sono indipen- 
denti tra loro . 

Riguardiamo poi m , * come funzioni da^e di a\ come 
funzione di b , ed avremo per determinare a > b> £>d ih conse- 
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guenza i punti M,N, queste due equazioni (^) = o, { — ) = o. ^ig. 

a . *6 

La differenziazione del valore di t ci somministra , facendo 

2(01 -1- /9 — <*) 9«r 

/* = » ' — — > 

(^) = J- (£) /^rc. se/2 v . a -<^±£:^ - ^rc.se/2 v. 2 -^\ h- 

v 4i ' 2y/c K da' \ e e J 

^( c )•{7(^^• ( £ ) ~*v(i^) ( ^ ) ) =:=0, 

(5) - à O O* se " v.ìi^i£=a - Are. senv.'-?}*. 
V(e)-<7t5^JT(3)-v(^)(5)>- '« 4id * 

ferenziali di £ essendo dati dall' equazione trovata per deter- 
minarlo . 

Per semplicizzare il Problèma , facciamo alcune ipotesi so- 
pra il valore di 772 , e primieramente supponiamolo nullo , va- 
le a dire supponiamo che il corpo , allorché si pone nel pun- 
to M, non abbia alcuna velocità,, e cominci ad acquistarla 
nel momento, nel quale priucipia a discendere. 

L' equazione che determina e, sarà in questo caso 

— an*i = — ^{cCP — *) — (0 — a) 1 } -h —Are. senv.x 



(&) — JL Are sen v. — — ^tiD \ ovvero 

è — -a = — a/^cCjB — *) — (0 — *)*} — y^c. senv.x 
2(c-p-+*) ^ c_ 1 g Q e ^ j a cu j g - r i cava> prendendone 
i differenziali primi rapporto allk a ed alla ò, e ridùcendo, 

av /{c((3-.„)- (0 - ■)" }=(£)[ a^-OH- 
\/{c(/3 — *)-—( — * )*\ x ( 180 -+ ^rc. se/* i>. X 

»Ji=A*i>)] -HO _.)(*), 



/ 
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. aV{c(0 - «) - (0 - .)*} « (a)[»(H -«)-*• 



^{c ( P — * ) — ( — « )*} X ( i8o* h- -4rc. se/2 v,x 

2ii=f±i-')] — a (p — •)(§)• che noi scriveremo 
più semplicemente 

(., i *6>-«-<S> 

1/ equazioni ( ^ ) = © , (|) = o divengono in quest* l» 
potesi 

(£) [^n?.wiii;.£lipi. , .^{cO - «) - (p - • )*} ~ 

a(/3 — *)] h- 2c(^) = p , che scriveremo cosj 

(6) J w.-" K( S> 

K(£) 

sostitniamo nell'equazioni (a) i yalori di (£)>(§)» ed a- 
vremo 

-{N<£)-*M}=K(g) 

N(^)h-Ms=3 — K(^|): queste dae equazioni ci daranno i 

valori di a e di b , che si convengono al minimo , dopo che 
avremo però eliminato da esse il valore di e, per il quale ab- 
biamo sopra trovata 1' equazione. 
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Le due .ultime equazioni per jaìtro ci danno * l S- 

<£)==, trac' (;»> = *FÌìc> * ci dicono in conseguenza che 

i due punti M , N sono quei , nei quali coudotte le tangenti 
.alle respettive curve , queste sono parallele tra loro • 

Se per un* altr*. ipotesi si facesse m = .*, cioè se la ve- 
locità , con la quale il corpo grave incomincia a moversi , si 
dovesse all'altezza «, allora .si troverebbe che i due punti 
M,N.sono quegli, nei quali la Brachistocrona sega ad an- 
golo retto le curve ,date . Non ci tratterremo a -dimostrare tut- 
to questo . 

§. 347. Supponiamo che la funzione f della ibrmnla*/"Tcfa? 

.contenga ancora }a quantità q = ( ^ ) , che sia cioè 

*(x>yìp >?)> <b si ,dimandi Ja curva .nella quale fvdx è 

massima o minima . 

Se y è appunto quella funzione in ,x 9 .che rende la formu- 
la integrale un r massimo o un minimo, ponendo y -f ico, 
j> — /oo invece di ^ , }g differenze 

• 1 

f* {x>y -iu> p -i{£), $ -i(^)} dx-fV(x,y,p,q)dx 

debbono essere negative nel massimo , positive nel rainiìuo : in- 
dichiamole per D y e D', .e sviluppandole in serie, secondo le 
potenze di ì , avremo 



( dia * , d»w x f d*V x . l / <*« ni / d*Y n \ J„ . jj ff <"' • d'Y n 



H* 



v ec. y d x «4* ec. : sarà : dunque J) eguale ad una serie di que- 
sta forma 

Tom. IV. Ce 
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£ A -+ FB H- ì 3 C -+ ec ., e D' = — *A.H? i'B — i J G h- ea; 

le due serie dunque 

i A -h £*B *4- £ 3 C -+ ec. 
— * A h- £TI — i 5 G h- ec. 

dovranno esser negative nel massimo e positive nel minimo > 
per il che avremo. 
A==q, B ==s h- nel minimo e 
A = o, B = — nel; massimo ; 
perchè dunque abbia luogo il massimo o minimo dèbb* essere ^ 

/{»(?) ■+ (£) (f ) ■* (£> (? )}<**=° prendendol- in- 

tegrale da a? = a sino ad a? =* &;. ed essendo soddisfatta queste* 
qnazione > deve essere la quantità 

/{? (7?) "+ w (7i) ($p -»• ec } <** positiva nel minimo, ne-* 
gativa nel massimo, qualunque valore voglia: darsi ad w. Sia 
dY = Mcfa -+. Ndy -+■ Pdp h- Qc?g.» e T equazione che. deve*, 
darci il massimo o minimo , sarà- 

/{^4(ì)P^(g)Q}d«»-o, 

Facoiamo ora. 
/{(oN -*. (£)P-H(^)Q}^ = •■-* J*a .+ r (£), e per* 
determinare * , , y. troveremo queste equazioni- 

<£) = * 

±cfr-N«o. 

y — Q = o, le qnali essendo una di più del nomerò delle in- 
determinate > ci daranno nna equazione di condizione tra i coef- 
ficienti N , P , Q , la quale debbe sussistere acciò abbia luogo il 
massimo o minimo • Questa equazione di condizione conterrà 
la ricercata relazione tra x ed y . 
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Ver trovarla, osserviamo che la differenziazione delle equa- 
zioni , qui sopra ottenute , ci dà 



jr^dy = jpd'Q , dalle quali, sottratte alternativamente nna 
dall' altra , si ricava 

Questa sarà 1' equazione di condizione , la quale ci darà 
r equazione della curva del massimo o minimo . Essa sarà in 
generale un' equazione differenziale del quarto ordine , il cui 
integrale conterrà in conseguenza quattro costanti arbitrarie . 

Le medesime equazioni jci danno 

* = Cost. = G 

y e= Q j così s* avrà 

/f-w -t-(£)P~+ (0)Q> * - e -+ {p - i.dQ> «, 

*Q(£) ; d° vr à dunque la quantità 



C h- i{P — .à^Q}" w "*• Q(3i) esscr crolla da ;x = .a sino 

ad x = & . ■ 

Rappresentiamo questa quantità per G-ffl, e supponen- 
do che quando x = a essa divenga C-j-A, e quando »=3Ò, 
C h- B , dovrà essere C^-fi — C — A = o , e perciò B —^' 

A .== O . 

Ora essendo /3 e y delle funzioni «ognrte di a? e delle 
costanti arbitrarie , che entrano nell' equazione della curva del 
massimo o minialo, indichiamo per /3' » y' i di loro valori quan- 
do x = a » e per 0" , y" quei quando x = b ; parimente in- 
dicando per wS (£)', «", (fj)" i valori di co e di (g) per 



204 MATEMATICA SUBLIME 

i medesimi casi : avremo allora 

A = 0V h- /(£)', B = (3V -*. y" (£)", e quindi 

Quest* equazione contiene in generale quattro costanti ar<* 
bitrarie , le quali , se il Problema non è assoggettato ad alcu- 
na condizione particolare > ponno determinarsi in maniera che 
i coefficienti /3' , y" , /3' , y' si annullino da se medesimi r e co- 
sì sia soddisfatta quell'equazione, qualunque siano w\w". Ma 
se vi saranno alcune condizioni speciali del Problema , dovre- 
mo avervi riguardo. 

Così, per esempio > se il valore di j^ corrispondente alle a- 
scisse x = a , a? = 6 , cioè al principio ed alla fine dell' in- 
tegrale , fosse dato, allora il valore di co, che ne è T aumen- 
to , sarebbe da se medesimo nulla in quei due punti , ed avremo- 
to' fc= o y w" = o ; T equazione cui dovremmo soddisfare si ri- 
durrebbe alla 

?'(;£)" — ^ (ji) /== ° » se di più il Valore di (^) fosse an~ 



che dato in quei due punti, il valore di ( y*)> che ne e Y au- 
mento , sarebbe da se medesimo nullo , e si avrebbe 

(~)''==o, (~y=;o, e tutta r equazione B — A sarebbe 

allora soddisfatta ; in questi casi le costanti arbitrarie restereb- 
bero determinate da quelle stesse condizioni speciali del Pro- 
blema . 

Quando la curva per la quale ha luogo il massimo o mi- 
nimo , deve incontrarne due altre date nei puoti che corrispon- 
dono alle ascisse x = a, # = £, i valori di y a questi punti 
sono dati in virtù dell' equazioni delle curve , e sarà allora 
(0 = o in quei due punti: se di più quella curva deve in quei 
due punti d' incontro avere nna determinata direzione nelle tan- 
genti , allora i valori di (^) in quei punti % saranno costanti, 
ed avremo 

(7*) = > (^)=°- 



t 
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§. 348. Col secondo metodo del §. 342 può ancora giun- 
gersi ai medesimi risultati per altra via . 
Integrando per parti le quantità 

/(£)Pd*>/(£)Q<i*>siha 

/(£)Pd*==P(tf--/<odP 

f<àj- x d*Qi ed in conseguenza 

/{«N h. (|)P M-(^)Q) «far- (P-£dQ) <* h-Q<£) -* 

II secondo membro di quest* equazione deve esser nullo 
tra i limiti x = a, re = b qualunque sia co. Per questo* facciamo 

N — j- % dV h* 5J-» cf Q =5 o > ed avremo un* equazione* tra x 
ed y y la quale determinerà la curva cercata. 

Il valore dell' integrale sarà allora (P — di4Q) w •+■ 
Q(^) r il quale se indichiamo per n , e supponiamo che di- 



\ 



venga A quando x = o e B quando a: = 5 , ci darà T e- 
quazione B — A = o , cui si soddisfarà per mezzo delle con- 
dizioni del Problema e delle costami arbitrarie ,. come abbiam 
detto sopra . 

Per farne qualche esempio > sia da determinarsi la rela- 
zione tra x ed y > che renda massima o minima la quantità 

/ yqdx 
P 

Sarà in questo caso T = *!? , e quindi 



,» — r 



dv = " y q dy -~ *JL dp ~\- £ dq : Avremo adunque 

M = o, N = ^f^, P = _^, Q = ^\ da cui si ricava 



20Ó 



MATEMATICA f-UBLlM< 



§ = uf " J ^f = «/ - ■ -+ P , e quindi 

icTQ = n(n _ , )/-»(£) h- j.dp : l- egoaaone donqu, 

del massimo e del minimo 

ET — i <!P H- .£ tfQ = o , diverrà 

°=J'(0)H-(a— i)p(g), il cui integrale è/'^aC 
costante . Poniamo in <juest' ultima equazione invece di p , il suo 
valore (g) , e si avrà, moltiplicando per dx, ?**{&) dot = 
Cdx 9 il cui integrale è £ = Cx -f. B : la curva cercata ha 

dunque per equazione £ = Ca? -+ 3 ; C , B sono due <5ostan- 
ti arbitrarie. 

•Cerchiamo -ora l' equazione della cnrva nella quale 
J ~ — i^~";"" ( esondo R il raggio di curvatura ) è un mi- 
nimo . Le curve che godono di questa proprietà sono da Es- 
tero denominate curve Elastiche (a). 

Essendo , come si sa ( §• 79 ) 



3. 



r m , — 7~^ > avremo ¥ bb f/ s , e perciò non trovando- 

( I ■*/« )* 

si in * né .x né ^ , si ha 

<fr » Vdp h- Oda, ove P « »£ , n = ?* 

. V(i -*•//)»' ^ vii-*-**)* 

L equazione dunque 



mmmt^^ p*^*mm«*m«ì 



( a ) Veggasi F Appendice all' Opera Methodus inveniendi Lineas Cur- 
va* etc. citata sopra ( §. 338 ) . 
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<m 

N — ? -f- ^ = o > si riduce z 

dx dx* 



^S^S?" ' la ^ uale ^ ■nsccttibife subito d'uni in- 
tegrazione, e diviene 

g = A, che è pure una differenziale del terzo grado. 

Quest' equazione si può ancora integrare in generale; in- 
fatti moltiplichiamola per qdx = dp , ed avremo 

Vdp — qdQ = Adp - r essendo poi 

dy ss Vdp. «4- Qdq, y si avrà- 

Vdp = dv — Qdq. , il qual valore sostituito , ci dà Y equazione 

d? — Qdq — qdQ = Adp , .l' integrale della quale è 

T-Qy=:ApH-B.. 

Sostituiamo^ per Q e per v i .foro valóri -, ed avremo 

-= Ap -+ B , la quale mutando i segni delle co- 



ti -*/•)* 



stanti , diviene' 

qq = ( Ap -f B) ( i -+ ppY » e perciò 

8 = ( i -±ppfv{ Ap h- B) = (*|. 

Da quest* ultima equazione poi si ricava 



fi)* 



dx 



s. 

( I -*• ^ ) V (Aj>H- B ) 



(^)cfaf , ovvero 



* 



(l-+/*)V(Af-+B) 



># 



(l-+fl>)V(Ap-+B) 



dx , 



dy> 
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gì* integrali delle quali «equazioni dipendono dalli quadrature, 
§. 349. In generale indicando per ¥ una funzione qualun- 
que delle variabili x>y>piq r r ec. , supponiamo che si di- 
mandi la curva nella quale la formula ffdx è massima o mi- 
nima > prendendo quest* integrale da x = # sino ad x = b f 
cioè supponendo che egli sia nullo quando x = jO-r-P che di* 
venga massimo o minimo quando x — b . 

Ponendo y H- zoo > ^ — zoo invece di p , dovranno le dif- 
ferenze 

fv{x y y H- /'w , p •+ *'(;£)* 5 •+ *(0) , ec. ) —fvdx 

* * 1 

«* - * 9 • - ^ 

esser negative nel massimo , positive nel minimo. Sviluppando 
in serie secondo le potenze di ì , queste differenze diverranno 

- */{.X?> * <*>(£) H- (0) (£> H- eo.} A 

=± i 5 y i — ( ec. ) H- ec. J c?rc -i- ec. ; 

dunque perchè abbia luogo il massimo ,0 il minimo , debb .essere 



o; 



ed essendo soddisfatta quest* equazione, dobbiamo avere Ja 
quantità 

positiva jiel minimo, negativa nel massimo; qualunque valore 
voglia .darsi ad w . 

Poniamo <dv = Mcfo ^l- Nfl[y -{- Pcfp h- Q<fy «+ Rdr.-i- ec. , 
e r equazione che deve aver luogo e per il massimo e per il 
minimo sarà 
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/{ w NH-P(£)H-Q(£)-*R(£)-*ec.}*c = . 

Facciamo ,ora 
/{NtoH.P(£)H-'Q(£S)H.ca}ifc«.M-P»H.y(g)H-- 

*(£") •+ •+ r (;£^)» essendo «,0 >y ec. , 

fanzioni variabili da determinarsi . 

Se noi prendiamo il differenziale di quest' equazione > a-* 
vremo 

*-,-► P(£) H- -*• W(g) = (£} -+ «irfp h- 

<S>{'H.£*'}H.<£:){r-*.£ < !*}H. -«.(S)r, 

la quale dovendo esser vera per qualunque valore a noi piac- 
cia dare ad w > ci somministrerà in conseguenza le equazioni 

da. 



9> 



f-Q-o 

ec. ec. 

La prima di queste equazioni ci darà per a una costante ar- 
bitraria , e le altre equazioni serviranno a determinare j3 , y , £ ec. 

E siccome il numero di queste quantità è minore di una 
unità di quello dell' equazioni > ne risulterà un 9 equazione di 
condizione , la quale dovrà esser soddisfatta perchè il massimo 
o minimo abbia luogo* 

Per trovarla osserviamo che la differenziazione delle equa* 
zioni qui sopra ottenute, ci dà ' 

Tom. IV. D d 
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ec. ec. 

Da queste , sottratte alternativamente una dall' altra , si ri- 
cava 1' equazione 

a 

N "— di ^ ""** 77*d*Q — ^d'R H- ec. = o , che non conte- 
nendo alcuna delle quantità « , , y ec. , sarà T equazione di 
condizione cercata . Essa avrà luogo per il massimo e per il 
minimo ; conterrà la voluta relazione tra x ed y , e sarà ge- 
neralmente parlando, di ud ordine doppio di quello della funzione 
Y C*»> ìp ìQi r ec). 

Il valore pertanto della y , il quale si ricaverà dall' inte- 
grazione di queir equazione , conterrà un numero 2/2 di co* 
stanti arbitrarie. 

Le stesse equazioni 

* 

y + l.di = Q 

CC» €C* 

ci danno 

< 3 = P-i^= 3 P-.^c£QH-^. 5 l i H*ec. 

P = P-^QH- &**■ - JL d'S-ì. ec, 
« s= S — ec. 
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Facciamo ora 
q = w/3 H- ?(£) H- ^(^) H- ec., ed avremo 

^{wN -+ P(^) H- ecA = * h* n ; « siccome quest* integra- 
le deve esser nullo* prego tra i limiti a? = a , x =r 5 ; così 
indicando per A il valore di si quando x = /z , e per JB quel- 
lo quando a? = .£ > s* avrà 

^^B — jol — A = o , ovvero B — A = o . 

Se poi noi segniamo con un apice le quantità appartenen- 
ti al principio .dell' integrale , e con due quelle appartenenti 
alla fine , quest* .equazione si scriverà ancora così 

,N H- 7 ( Jx ) H- *. (^J ■•+ ec. 



,pv -/(£y -j'(^)'-««- 




A quest* equazióne dovrem soddisfare per mezzo delle in 
costanti arbitrarie contenute nella relazione tra x ed y conve- 
niente al massimo o minimo * 

E qui generalizzando quanto abbiamo .detto al § 34? 9 si 
concluderà che ridotte 1 in virtù delle condizioni particolari del 
Problema > al più piccol numero possibile le quantità 

«'»(£)''<£•)' < ec " W "' (£)'''<;£)" ec > egnagliertmo a ze- 

ro il coefficiente di ciascuna di quelle che resteranno , e così 
soddisfaremo all'equazione B — A = p indipendentemente da 
queste quantità • 

§. 350. f Se la quantità fvdx > la quale diventar debbe mas- 
sima o minima ^contenesse oltre le variabili a?., y > .ancora un* al- 
tra variabile z dipendente da x % allora si .opererebbe relati- 
vamente a questa variabile , come si <é fatto relativamente ad 

1 

y; così indicando per p'ijSr ,ec. le quantità ( p) , (~^) ec.> 

nella funzione /"¥ ( a? ,,y , p , q ec. s > p'., 5' ec. ) cfo sostituire- 
mo allo stesso tempo ^=tw, 3 =± £> in luogo <Ji ^ e di z» e 
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facendone Io sviluppo > bisognerà che Y integrale della parte 
nella quale solo si trovano le prime dimensioni 

«»(£)» (£)' «e. , * , (£) , (£-f) ec. , sia nulla , e l' integra- 

le di quella ove sono le seconde dimensioni delle stesse quan- 
tità , sia positiva nel minimo , negativa nel massimo , indipen- 
dentemente dalle quantità w e {; dunque un ragionamento 
simile a quello fatto al §. antecedente, ci darà (supponendo 

c£y = Mdx -+ Nrfy h- Vdp -h Qdq -+• ec. -+ N'<Zz.-t- Vdp -t- 
Q'dq -4- ec. ) queste due equazioni 

N — JLrfP ^j. ^cTQ — ld 5 R •+ ec. = o 
N' — J-dF -+ ^-.d'Q' — -^d'R' h- ec. = o , 



d* </*■ ^ dx 

le quali serviranno a determinare y e s in x . 

In seguito bisognerà relativamente alle quantità z e £ sod- 
disfare a condizioni simili, a quelle trovate per rapporto ad y 
ed w ; di modo che indicando per b>c,g>e ec. delle quan- 
tità in z analoghe a quelle 0>r,£>c ec. in .y si avrà 

6 = F - S dQ -H £ d-R - ec. 

e = Q' — -J- dR' ■+ ec. 

^=R' — ec. 

ce. 

e per mezzo delle costanti arbitrarie e delle condizioni del 

Problema > dovretn soddisfare all' equazione 

nella qnale le quantità segnate con doppio apice si riportano 
alla fine dell'integrale, e quell'altre si riportano al principio. 




^ 
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Non ci fermeremo di più sopra quest* oggetto . Si vede poi 
come dovremo regolarci per un' altra variabile u . 

Per un esempio di siffatti Problemi riprendiamo la ricer- 
ca della Brachistocrona che abbiamo già trattata al §. 345. e 
supponiamo che essa non sia assoggettata a star sempre in un 
medesimo piano . 

Supponiamo che x , y , z siano le tre coordinate rettango- 
lari della curva descritta dal corpo, essendo sempre x le a- 
scisse verticali : s' avrà, come nel §. citato, V{ m h- x — *) 
per T espressione generale della velocità , e 

^{i h. (g)* h- (£)*} = (£')> indicando per 5 l'arco del- 
la curva. Chiamando poi t il tempo, il quale dee divenir mi- 
nimo , si avrà 

t = f*l±±JL±t2ia , e perciò ▼ » v^^^). 

Differenziamo quest' espressione , ed avremo 
<h* mmmm */(*-+ p-+p 9 ) d T m4m t rj n . 



P' 



3Ti*'- 



Vii -+p* -+p t% )V(«»h-* — *) 

Ora mancando i termini ove si trovi dy > le due equazio- 
ni che risolvono il Problema , diverranno 

— £ = o , "— — = o , le quali integrate , ci danno 

P sss C , P' = D , ovvero , ponendo per P > F i loro valori 



Dividendo queste due equazioni una per 1' altra » s* avrà 
r equazione -2. = ^ , cioè p' = — p f il cui integrale è % 
^-fE, essendo G , D , E costanti arbitrarie . 
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Questa equazione essendo quella di un piano verticale , poi- 
ché T ascissa x non vi si trova , ci dice che la curva cerca- 
ta è tutta in un piano ; così questa supposizione che noi ave- 
vamo fatta al §. 345 , nulla toglie alla generalità del Problema . 

§. 351. Determinata la relazione tra le coordinate a? )# y* 
la quale conviene alla curva del massimo o minimo , restano a 
stabilirsi i criterj necessarj > onde distinguere tali quantità una 
dall' altra; ma per questo ci bisogna premettere il seguente 
Lemma ♦ 

Indicando perjf(ff) una qualunqua funzione di x , e per 

f(x) il suo differenziale (f^), di modo che f(x) =ff'(x)dx 

se la quantità f(x) è sempre positiva per tutti i valori di x 
da x — a sino ad x = b , essendo a < b , la differenza de- 
gli integrali che corrispondono a questi due valori di z , cioè 
f(b) — f(a)i sarà necessariamente una quantità positiva. 
Sviluppando in serie secondo le potenze di co la funzione 

f(x -+ co), si sa essere (posto/» = (£)>/"(*) = ( £f) ec.) 



f(x h- co) z=f(x) H- wf (x) -f- — f '(a?) -f- ec Dunque 

f(x h- co) — f(x) = wf(x) h- —f(x) •+ ce: ora noi ab- 

biam veduto che possiam sempre impiccolire w finché renda il 
primo termine wf (x) maggiore della somma di tutti quei che 
lo seguono; dunque se f (a?) è una quantità positiva, si po- 
trà prendere w positivo, e tale che tutta la serie «/*'(<*) H- 



—f"( x) -+• ec. abbia necessariamente un valor positivo ; dun- 

que se f ( x ) è una quantità positiva , si potrà prendere w po- 
sitivo e così piccolo da render necessariamente la differenza 
f{x -h w) -*.f{x) positiva . 

Poniamo successivamente in luogo di x le quantità a » 
a -f. w , a -{- 2W , a •+ 310 ec. , a «■+> /200 , ,e ne seguirà che 
noi potremo coli' impiccolire continuamente .$) provare in fine 
quel valore che rende le quantità ' 

/(»-*. w) —/(a?) 
/(»H-aw)— /(a?H-to) 
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f(x H- 3<o) —/(» -f- 2W) 



^(07 -+(^4 O w ) — f(x-ì*niti) 

tutte necessariamente positive; dunque anche in questo caso la 
di loro somma =^(a; h- («•+ O w ) — f( x ) sara una quan- 
tità positiva . Facciamo a •+ ( # -h i ) w = 6 , s* avrà 

co = -^^ y e si concluderà che la quantità f (6) — /{a} sa- 
rà necessariamente positiva se tutte le quantità 



/(«),/(« H .!=Ì),/'(« H .!lÌ=l«),/'(«H.liS=Ì')ea, 

sino a f ( a -+• * ( *"-** ) sono positive . 

Dunqne a maggior ragione la quantità f(b) — f(a) sa- 
rà positiva i dando ad x tutti i valori possibili da a? = a si- 
no ad x s=s & , poiché tra questi valori si troveranno necessa- 
riamente i valori 

0,04^!) a^*l±^l>a-{.sii=^. ec., a -+ ^=^-\ 

prendendo per « quel numero che a noi piace . 

Questo Teorema è appoggiato , allo sviluppo dèlie funzio- 
ni in serie secondo le potenze intiere e crescenti di x , quan- 
do si danno ad x dei valori particolari : ora vi sono , come 
abbiam veduto ( §. 39 ) dei casi nei quali questo sviluppo non 
può di natura sua aver luogo ; dunque in essi non sarà nép- 
pur, vero il Teorema dimostrato ; e siccome dal divenire infi- 
nite alcune delle funzioni f'(x)yf"{x) ec. , siamo assicura- 
ti che lo sviluppo non è legittimo; così, affinchè possa dirsi che 
f(b) — f{a) è una quantità positiva, bisognerà ancora esser 
certi che non solof'(x) è una quantità positiva per tutti i 
valori possibili da x = a ad x =* 6 , ma che ancora nessuna 
delle funzioni f ( x ), jf" ( x ) ec , diviene infinita per alcuno 
di quei valori della variabile x medesima . 
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Necessariamente poi la funzione f'{x) o alcuna delle sue 
successive, è infinita per un qualche valore di a?, quando la 
funzione f( x) = fdxf'(x) lo è per quello stesso valore; im- 
perocché lo sviluppo, cui si eguaglia J\x) , dovendo in que- 
sto caso divenire infinito, necessariamente lo diverranno alcu- 
ni dei suoi termini. Questo succede allorché f(x) contiene 
qualche denominatore , il quale annullandosi per un certo va- 
lore di x 7 rende allora f( x) infinito. 

Che poi la differenza f( b ) — f(a) possa non esser po- 
sitiva quando alcuno dei valori da x = a ad x == b , rende 
infinita f (x) , si può verificare con un semplicissimo esempio . 

Sia jT(*) = jj^Ti) ed allora sarà f(x) = — ^- . La 

f'(x) si conserva sempre positiva per tutti i valori reali di x, 
ma tra questi vi è x — i , che la rende infinita, e la jf(#) 
è positiva per tutti i valori al di sotto di x = i , e negativa 

per quegli al di sopra, di modo che se facciamo a s= — , 6 = 2, 

si ha f(b) — jf(a) = — ft — 1= — 3> quantità negativa . 
§. 352. Questo premesso , incominciamo dal caso più sem- 
plice , quello cioè del §. 336 nel quale la funzione ¥ dell' in- 
tegrale fvdx contiene solo x ed y . 

L* integrale /V ( —^ ) dx debb* essere una quantità nega- 

ti va nel massimo e positiva nel minimo , prendendo qnest* in- 
tegrale tra i limiti x = a , x = b ; il minimo dunque avrà Ino- 

go se la quantità /w*(~)cfo sarà positiva tra quei limiti ta- 
li . Ora il Lemma precedente ci dice che questo succederà se 
appunto la quantità w*(^p|) sarà positiva per tutti i valori da 
x ss a ad x = b , ovvero se sarà sémplicemente una quanti- 
tà positiva la funzione (J?)» giacche w* è sempre positivo; 

dunque ciò che si ricerca, sarà un minimo, quando (-jt) 
( che puossi considerare come una funzione di x , da che vi 
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avremo sostituito il valore di y dato per x ) sarà positivo dan- 
do ad x tutti i Valori possibili da jx 5=3 a ad x «= £ , ed nn 
massimo > quando quei valori saranno tutti negativi . 

E qui coerentemente a quanto abbiamo avvertito alla iinc 

del §. antecedente aggiungeremo, che rappresentando { d ~) per 

F ( x ) , è necessario che non solo siano tutti positivi o tutti 
negativi i valori di F ( x ) da x = ja sino ad pc =s ,6 , ma che 

è 

ancora le funzioni differenziali ( ? ) > ( ^-? ) ce. non siano in- 

' x ax ' x ix ' ' 

i. t ■ 

finite per alcuno di quei valori . 

Supponiamo adesso che nella funzione T dell' jfltegrale 
fvdx , il quale dee divenir massimo o ^minimo , si contenga ol- 

tre x>y anche (^) =jp. In questo caso l' integrale 

limiti x ea a , jc = 6 , debb' esser negativo nel massimo , posi- 
tivo nel minimo . Rappresentiamo questa quantità così , 

y { w s P h- aw ( |? ) Q h- ( ||r )* B. ì- d* , ed osservando phe Ja par- 

te sbarazzata dal segnò integrale non può aver altro che que- 
sta forma *w* , la di cui differenziale è 

i I , » .... « 

4 w *(3j)-M«m(j)» avremo V equazione 

- , ...» 

(^)) W a H.a(Q~«) W (g)-hR(g) 4 }.d* ? pellaqua- 

le possiam prendere per & quel valore che ci piace . 

Prendiamolo in modo che la quantità potto il segno inte- 
grale abbia due fattori «eguali : s 9 avrà allora per determinare 
*> quest'equazione 

Tom. TV. Et 



si8 

,(p-(f;))R 

e quindi 



MATEMATICA SUBLIME 



(Q - •)* 



(*) 



\ 



/^{Pw*^»w(g)QH-(g) 1 R} = «w*H-/R^( w 









Ora la quantità sotto il segno integrale sarà positiva o ne- 
gativa per tutti i valori di or da x = a sino ad a? = b , se 
lo è la quantità R; dunque in virtù del Lemma del §. ante- 



a , x 



cedente concluderemo che l' integrale 
/Rd*{«^-H- (£)}*> preso tra i limiti x 

sarà positivo se ( ^ ) lo sarà per tutti ì valori di a? da a? 

sino ad x 



6, 



a 



= b , e negativo se ( ^ ) lo sarà per quei medesi- 
mi valori di a? . Dunque il criterio per distinguere il massimo 
dal minimo ci sarà dato dalla quantità (~ t )i se essa sarà po- 
sitiva per quei valori di x , avremo il minimo ; e se negativa > 

il massimo. 

A riguardo della quantità «u*, sé noi la indichiamo per 
(A) al principio dell'integrale, cioè quando x == a s, e per 
( B ) alla fine del medesimo , cioè quando a? = b , bisognerà 
che sia (B) — (A) una quantità negativa per il massimo, e 
positiva per il minimo , ovvero nulla per 1 due casi , indipen- 
dentemente dal valore di co, che dee restare indeterminato i co- 
sì se il valore di y fosse dato per mezzo dei valori a ^ b di 
x , il valore corrispondente di co essendo allora nullo ,^ s avrà 
(A) = o, (B)==o, e la condizione precedente sarà adem- 
pita tanto per il massimo che per il minimo ; e se i valori di 
y non sono dati , bisognerà soddisfare all' equazione ( a ) — 

La" costante arbitraria che 1» integrazione dell' equazione 
(b) introduce nel valore di * , ci faciliterà l'adempire a que- 
ste condizioni . 
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E' qui avvertiamo die tatti questi criterj suppongono che 
nessuna delle quantità P , Q , R ed a divengano infinite per al- 
cuno di quei valori di x compresi da x = a sino ad x === 6; 
così a quei criterj conviene aggiungere questa condizione , seu* 
za la quale non potremmo esser assicurati dell' esistenza del mas* 
simo o del minimo • 

La quantità a b la più difficile a riconoscersi se diviene 
infinita , «poiché essa dipende dall' integrazione dell' equazione 
(6), che il più delle volte non sarà integrabile; ma questa 
difficoltà non appartiene alle presenti Teorje ,, e si farà tanto 
meno sentire , quanto più sarà perfezionata la Teorìa del? in*- 
itegrazione dell' equazioni . 

Nel Problema del §. 343 la quantità che .divenir dove* 
massima o minima, era fdxV{.i -b jpp)i dunque 

/ — ) e= - ; > ovvero 

( ^r? ) = — - — — — , poiché si è trovato p = n , essendo n 

costante arbitraria : ora questa quantità è sempre positiva > uè 
diviene infinita per alcun v valpre dell' ascissa x ; dunque vi a* 
' vrà il minimo . 

♦Neil' altro Problema del §. 345 Ja quantità ,cfhe per un* a^ 
dattata relazione tra x ed y divenir doyea massima o mini- 
la , era 

f V(ih-pM d dunque 

iip) = 7J^h=T) ' Jijkpy* e 9 uesta santità essendo sem- 
pre positiva per tutti i valori da x = «. siinp ad $ =5= , a- 
vrà necessariamente luogo il minimo . 

§• 353- Se nella formula differenziale vdx si contiene an- 

jche 5 = (-^), la quantità che dovrà divenir positiva o ne- 
gativa secondo che vi è il minimo o il massimo, è Y integrala 
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(s)^ )( ^*T(5?)(^r)/* trai limitl * = *> 

Diamo alla quantità sotta il segna integrale questa forma 
dx{m' + a N<o(£) * Q(*)' + a P»(g) * aR(*)(g) * 
S (—£)}•; e siccome la differenziale di 

.«■-t.2jMf:)-+r(£)*fe 

Mn{£) H- • *(£) (0)} , s' avrk cosi 



r(s>* ■+• /<*» { ( M ■ ~ (£) ) «a* M- a.( N - • 



(S)-H- •(R-r)(£)(S>H'S(£)*>. nella quale 



saranno rilasciate al nostra arbitrio le quantità & , fi y y - 

Determiniamole in maniera che la quantità sotto il segno» 
integrale possa prendere; questa, forma 

fS {(£?) ■+>]*(-) H~Aw}*cte , ed avremo questa cinque e~ 



quazioni 

S/a =s R — y % 

S\ ==P — fi % 
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S^ = N- • -(£)> 



JOL 



Sa 1 =M — (jì)^ P er m ezzo delle quali potrem determinare 

i valori delle cinque incognite * > * 7 » p i a . 

1/ equazione poi che determinerà ciascuna di queste quan- 
tità sarà differenziale del terzo ordine y ma trovatane una , sa 
ne avranno subito le altre. 

L'integrale dunque 

» 

fSdx^xu H* f» (^) -h (]^)}% sarà positivo o negativo tra i 



limiti x=fl, x = b r se il coefficiente S si conserverà posi- 
tivo o negativo per tutti I valori da x = a ad x = 6 ;. dun- 
que avremo it massimo» quando la quantità: (^r)> ridotta ad 

essere una funzione di a? per mezzo della trovata relazione tra 
x ed y , sarà negativa , ed avremo il minimo- quando sarà po- 
sitiva per tutti i valori possibili da oc = a sino ad x = b . 
Per esempio . Nel Problema sopra le curve elastiche del 



$ 348 si ha Y = — ^-— :. sarà dunque (~ ) 

(in-pY .(i-i-* 1 )* 

quantità che essendo sempre positiva , ci dà a divedere- che vi 
è il minimo .. 

Rapporto alla quantità 

*w*-4- 2j3w(j^) h- y(v)\ che è fuori del segno, se noi la 

rappresenteremo per (A) al principio deir integrale, e per (B) 
alla fine , dovremo avere (.B) — (À) = o y ovvero dello stes- 
so segno che S ,. ed a queste condizioni potrà: soddisfarsi e^ per 
mezzo dei dati del Problema air estremità: dell' integrale , e 
delle costanti arbitrarie, che introduce V equazione determinan- 
te una di quelle cinque quantità x , £' ec. 

Secondo ciò che è detto sopra ( §. 35 r ) a tutte que- 
ste coudizioni debbe aggiungersi che nessuna delle quantità 
M r N r P > Q > R > S r * > > y » jx y X divenga infinita "per qual- 
che valore di x compreso tra i limiti x = a , x = b . 



\ 
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E qui potremo generalizzare il risultato e concluderne che 
«e u è r ultima delle quantità p , q , r ec. , avremo il massi* 

ino se (^T) è negativo, ed il minimo se è positivo, per tutti 

i valori però da x = a ad x = b ; infatti se ra è il nume- 
ro delle quantità p,g,r....uoil grado dei differenzia- 
li contenuti in T , seguitando come abbiara fatto nei due pre- 
cedenti casi, vedremo che il numero dei coefficienti indeter- 
minati fuori ^el segno fh ^ "* -P; che i,l numero dei qoef- 

fidenti indeterminati compresi uel quadrato sotto il segno è m? 
e che la serie degli aumenti del secondo ordine che riceve la 

V ., contiene un numero di termini (* •+i)( j*r£2} . s * avranno 

* 

dunque tante equazioni quante incognite , poiché 

~: -r- rt* te £=3 — t- •* ì non vi e poi da temer 

re che qualcheduna di quest* equazioni sia contenuta nelle al«- 
tre , poiché ciascuna contiene una lettera che non si trova i£ 
queir altre medesime . 

Se la quantità (y^) non avesse io stesso segno in tutta 

l'estensione della curva, vi sarebbe allora il massimo ed il mi- 
nimo insieme . 

Queste regole per distinguere i massimi dai minimi deb- 
bonsi al Geometra Le Gendre. 

/§. 354. Noi abbiamo sin* ora considerati i casi , nei quali 
la funzione Y della formula fvdx , era composta delle variar 
bili x >y e dei coefficienti differenziali p,j,r ec. : ora T or- 
dine richiederebbe che si prendessero in esame quei casi nei 
quali i oltre le suddette quantità variabili, entrassero a compor 
T ancora gì' integrali /Vdx , fV'dx ec , come pure gì 1 inte- 
grali degli ordini superiori al primo, essendo V,V' tante fun- 
zioni di Kiy^Pifl ec. : anzi per considerare 1a cosà nel più 
.esteso punto di vista * si potrebbe proporre questo Problema': 
,„ Trovare li relazione tra x,y<> che rende Ja formula fvdx 
n massima o minima , supponendo f composto delle «quantità 
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„ variabili x , y , p , q ec. , V , V , V" ec. > ed essendo le 
,i quantità V , V' , V" ec. > date da altrettante equazioni diffq- 
„ renziali di qualunque ordine tra di esse e le quantità x ,y , 

Ma per non perdersi in delle generalità superflue , io li- 
miterò molto questo Problema > e ne sminuzzerò la soluzione 
più che sarà possibile , onde i miei Lettori si rendano padro- 
ni del metodo , a segno di applicarlo a casi più estesi ; per il 
che fare son certo che non incontreranno gran difficoltà . 

Supponiamo dunque che si cerchi la relazione tra x ed 
y y la quale renda Y integrale ffdx preso tra i limiti x = a, 
x == b , massimo o minimo * essendo Y composto delle varia- 
bili x ,y ,p e di un' altra quantità variabile V , mentre que- 
sta variabile V è data dali* equazione differenziale del primo 

ordine (^) = p, ed il secondo membro <p è composto anch' es- 
so delle quantità x y y >p^V . 

Se indichiamo per -4- £6 e per — W gli aumenti che ri- 
ceve V, mentre y diviene y =± £ co e rappresentiamo quella fun- 
zione Y per Y ( x >y , p , V ) , avremo le due differenze 



fv(x,y^£u,p^£(f x ),V^i6)dx—fv(oc,y,p>V)dx > 

fv(x,y~iu,p — £(%),V~tt')dx-fv(x,y,p,V)dx, 

che debbono essere due quantità positive nel minimo e nega- 
tivo nel massimo. 

Sviluppandole in serie per mezzo del Teorema di Tajlor, 

e ponendo A per (^) , B per (^) ec. > si avranno 

H- £fdx { Afl h- Beo -+ C(g)} H- £/<£* { FS* •+ aG«w -+ 

aHfl(g) -+ IW .* aKw(g) -+ L(£)*} h- ec. , 
— z/cfo { Afl' n-Bw-f C(£)} -+ | /<fo {Fd' a h- aGfl'w -+ 



»Hr(£) -+ W H- aKw(g) -+ L(£)'} - ec. 
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nelle quali due serie debbono prendersi gli integrali tra i li- 
miti a?=.a, y = b . 
Facciamo 

* 
e differenziando , avremo 

Afl -h Beo H- C(£) = « . p. -f- fl 4* H- « -^ H- *(*) H- £• 

* • v </* ' ' rf x dx * dx * 9 ^ dx J dx 

Ora osservo che se dell' equazione (^) = <p poniamo 
jf H- ìw per jr 9 si avrà 

.*<£) = .»' { A '« t *» t C '(£)} ** 7 {*?' •* aG ' ,w f 
a H)(£) •+ IV H- *K'»(£) -+ !.'(£)■} -H «a , 

..essendo A' = ( ^ ) > B' = ( jj? ) ec. ; dunque sostituendo , tro- 



<> 



veremo 



£{Afl-i-Bw-fC(g)}=f{*À / »H-iiB'(OH-«C'(g) ~t- 

a *H'«(£) -f. aIV -+ «.K'«(£) -+ -L'(£)*} .+ A ec. 

Quest' equazione si può spezzare nelle quattro seguenti 

; . . . .... . . « 

A-..A'-* — 

B_.Br_g-.o >< E ) 
C — «C— (3 =o 



.»• 



4* 9 



{«Fa' h- a*G'*tt h- *«Brt(*) -t- cc.> . 



Sostituito il valore di preso dalla terza equazione nella 
seconda 9 si hanno le due equazioni 
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*A'-£ 



J} — «B' i— J C53 o , dalle quali eliminando « , si ri- 

caverà una relazione tra * ed ^y, la quale «ci dà la ricercata 
curva del massimo del minimo . Trovata questa relazione si 
ponno avere in seguito i valori per * e per fi . 

La stessa relazione tra x ed y ^ della quale qui parliamo, 
ci è data ancora, come ycdnpmo, /dalia. seconda di quelle due 
serie rappresentanti le differenze che debbono essere positive 
nel minimo, negative nel massimo. 

§. 355. Da quanto abbiam detto qui sopra si ricava che 
la prima di dette due serie sarà 

..+. £(«0 h-.^w) -f- -fdx {(F — J »F)fl*.^- *w0(G — *G') h- 
a*(g)(H -.*H').-*. co*(I-.«r) h- *«(£)(K — *K')-f 
( g )» ( L - .. L )} H- £ /<**: { ec. } h- ca 
Per ridprre la seconda, facciamo 

— z/cte {A^ h- 3« -t C(~ )} = — i(*r -*• J3«) -*• i/ 1 

■ 

,ed avremo 

— AT — Beo — C(?) =>--,«£ — «'£ - P(£) — »*«+?. 

Jj' equazione poi ( j- ) 't=s p , ci dà 

B _ / { A?-* B'w -+C(£)}*+ 1 {F/^^GV»-». 



' d* 



aHY ( £ ) ^ IV ,* a K'«< g ) ^. V {% )' } H- ce. , 



.e sostituendo troveremo 



ì : { Ad' H- B<a h- C(g)} = — i {«AY •+ «B'(* H* 



Tom. 7K V f 
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2«G'Au -+• ec.ì- -+• ec. 

Quest' equazione ci dà egualmente quattro equazioni 9 di 
cui le prime tre sono le stesse (E) del §. antecedente , e da 
esse si ricavano in conseguenza gli stessi valori, quindi la stes- 
sa relazione tra le variabili x , y ; la quarta poi è 

^ = — £ {*FT H- a*GTco h- a*H«'(£) m- ec.} -+ ec. 
Dunque la seconda di quelle due serie diverrà 



*K') -+ (£)• . (L - *L')} - £-fdx { ec. } H- eo. 

Scriviamo per semplicità M per P — *F; N per G — <*G' 
ec. , e le nostre. quantità prenderanno questa ferma 

aQ«(g)H.R(gr}f.,-f 5 /i*{co.>Voa, 

. - } - - - * : • - • 

• * * 

(0-P ^ 2 Q W (g) H- R(gr) - ^/cfo; { ec. } H- ec: 

esse debbono essere negative nel massimo , positive nel mini- 
mo , presi* gli integrali * tra J limati -x = ay x =*= è . 

Per trovare i criterj onde distinguere i massimi dai mini- 
mi, caiwei-rà r dunque cerca re ? le ^ condizioni r : le quali debbono 
aver luogo , acciò quelle due quantità siano nello stesso tem- 
po positive o negative- -«- • ' 
. Facciamo per questo 

fdx{ MA* -*• aNwfl -+• ec. J = #w* h- 2/»0w H- «0 H- 
fdx {{-) ^ lià ^ H^y Ri e differenziando, sostituendo 
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il valore di ^ trovato al §. antecedente, ed eguagliando i ter- 
mini simili nei due membri > avremo le equazioni seguenti 



dx 

N = ^ h- RZA-h A'/à -t- B'# ; 

ci* 



O w= ia •*• Rfc H- C'« ; 

dx 

Q = # h- R/ ~t-C'mi 

fatta una stessa riduzione per f altro integrale , quelle du» 
quantità diverranno 

.z(«0 H-./3(o) H- £ {#»* H- »xwd<0 H- »0*} -*- £/R {(j£)H- 

fio -f hOf^dx -+ ejo. 

£(««'H-^w)-i--j{^w a H-aroa'w-{.nd' t }H-^/R{(g)-t- 



iw h- AO* cfo? -$• co. 

le qnali esser debbono negative nel massimo, positive nel mi- 
nimo estese tra i limiti x = a , x — b . 

Ora osserviamo che e 0' sono generalmente parlando fan» 
zioni di i di questa forma 

-0 =a 0i -f. z'03 .4. ì't£ _j. ec* 0' 3= 0i — ffla -*• z'*a — ce. ; 

se dunque facciamo le opportune sostituzioni nei termini fuori 
del segno integrale , quelle quantità diverranno 

y /R { ec. \ *dx -+• «e. 
— £(«0i -H/3w) h- — •{ a * 2 .4. gtf -f. amino -1* /Jwi*} -4* 
~/R { ec. } 'dx — ec. 



■ ■ » 

J 



$28 MATEMATICA SUBLIME 

Se dunque indichiamo per («JiH-^) r e per («fri -+ j&w)* 
i valori di (ai h- /3 co) al principio ed alla fine dell'integra- 
le , dovrà esser nel massimo e minimo 
( afli h- /3o) )' — (adi -+• £w )* = o> alla quale equazione si 

soddisfarà per mezzo delle costanti arbitrarie contenute io » e p> 
avendo riguardo alle condizioni del Problema . 

Riguardo poi alla quantità 3*62 -+- gu? -4-> 302 flou ~f» «0% 

per mezzo delle costanti arbitrarie eh* si troveranno nei va- 
lori delle incognite m>n,g, potremo fare in modo che essa 
si annnlli o abbia Io stesso segno che ha Y raregrale; così 1' es* 
5erci il massimo od il minimo dipenderà dall' esser negativo 
o positivo queir integrale . 

Ora tale integrale è positivo o negativo tra i limiti x=a r 
* s*= b , se R , ovvero 



( ~) — *(t-?) è nna quantità positiva o negativa da ar= a 

ad x'z=*b- r dunque il criterio per distinguere il massimo dal 
minimo condiste nelT esaminare se la quantità 

(7?) — *(??) è negativa o positiva per tutti, i valori possi- 

bili da x == a sino ad x == b : nel primo caso si ha il mas- 
simo e ne) secondo il minimo. 

H Sig. Legendre stabilisce per criterio che soltanto* (-^ri) 

sia positivo o negativo ; questa differenza tra il mio risultato 
e quello di questo Geometra dipende dall' aver egli trascura- 
ti quei termini del secondo grado che introduce la sostituzio- 
ne dì 2. 

dx ' 

Alla sopra ritrovata condizione del massimo a del minimo 
conviene aggiungere che nessuna delle quantità M, N ec. » 
m.ttt ec divenga infinita per qualcuno dei valori di * com- 
presi tra a e b . 

Tutta questa Teorìa è stata da me esposta in una Memo- 
ria inserita nel primo Tomo dell* Istituto Nazionale Italiano . 
Qui V ho trattata di nuovo > ed ancora io miglior forma . 
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§• 356- Rendiamo più chiare queste dottrine con qualche 
esempio . 

Si dimanda la curva nella quale fvdx è massimo o mi- 
nimo r indicando per Y una funzione qualunque Y( V) di V, 

•ti 
ed essendo V =fdx </( r -f- pp) r ovvero — = V{ 1 ' -4- pp) • 

Paragonando queste quantità con le formule del §. 354 r 
si avrà 



= (f),B = o r C = o,F= s (^),G = o,H = acc: 

egualmente 

A'=o, B'=o, C «_£_., P=.a f G'«o ce, 

I/e 



r 



1/ equazioni (E) diverranno allora 

é(3 



é» = ° 



£ — -r — (3 = o , le quali ci daranno 



« = *-*/(£)<** 

(3 = c% essendo e , e' due costanti arbitrarie ; in seguito so- 
stituendo i valori di .* e di nella terza equazione , si trove- 
rà la ricercata relazione tra * ed y data dall' equazione 

(«> i^/(7v) d «}^7r^ cr = - 

A quest' equazione si pnò dare anche la forma 
f(£)dat=*Ù£im£l 9 la quale differenziata, diviene 

^v^-vm-w) p % ""* 
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Quest' è un* equazione differenziale del secondo ordine ; 
e siccome il primo membro è una funzione di V 9 cioè di 
fdx\/{\ h- pp) i così trovato da quest'equazione il valore di 
V , dato per p , q e e' , ne prenderemo il differenziale , onde 
avere un* equazione sbarazzata affatto dai segni soramator). Sia 
P^o quest* equazione differenziale : essa sarà del terzo ordì* 
ne , ed integrata ci darà per y uù valore che conterrà tre noo* 
ve costanti arbitrane : così , trovandosi già e , se queste co- 
stami soijo rappresentate da e" , e " , e '" , si avrà 
y —f(x , e i e" > e" i e"") , sarà cioè y eguale ad una funzio- 
ne di a? e delle quattro costanti arbitrarie e , e" , e" » e"" . 

Osserviamo che nel differenziare l'equazione (a) avrem* 
rao potuto eliminare la costante e , lasciandovi la e . 

Disponiamo di due di queste costanti arbitrarie che si tro- 
vano nel valore di y . Supponendo che i termini della curva 
debbano essere in due punti fissi corrispondenti alle ascisse 
oc = a y x = b , ed all' ordinate y = a\ y = &', determinia- 
mo q" <>c"" in modo che siapo soddisfatte queste -.duo equa- 
zioni 

a = /(*»<> ,c >c ,c ) 

h = y*(6 , e , e" , e" , e"") 9 e ci resteranno sempre pel valo- 
re di y due costanti arbitrarie e , e ' . 

Queste due costanti arbitrarie residue > le determineremo 
io maniera che i due valori di * al principio ed alla fine dell'in- 
tegrale siano nulli , ed allora riflettendo che i termini della 
curva sono Jn due punti fissi , la quantità u) , aumento della y , 
è in conseguenza nullo in quegli stessi due punti : .resteranno 
dunque perfettamente soddisfatte queste due equazioni 

(«0 -fr. $u) 1 — (*• -+ 0w)° = o, 

(«6' -+■ poo) 1 — (ad' h- /3w)° = o, ed il Problema sarà risolu- 
to, supposta però l'integrazione completa dell'equazione F = o* 
§• 357- ^ a senza passare per V integrazione dell' equazio- 
ne F = o si può addirittura determinare la natura della cur- 



X 
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va cercata per mezzo della considerazione dell'equazione (a). 
Rapporto ad una tale equazione 

{e - J hf(^r;)dx\ ■ * — % H- & = °y osservo, che deterrai- 

\. Jv ^V y ' V ( i -t- pf ) 

nando subito la costante e in modo che il valore di « , cioè 
e H-/(4ìr)cfa? sia nullo quando x = b , si ha e' = o , ed in 
conseguenza Y equazione diviene 

( _ H -+/(■£) da?) TjT^t^ = ° > indicando per — H il 

valore di e determinato per quell' ipotesi . 

Quest' ultima equazione ci somministra due nuovfe equa- 



zioni 
t 



s/(i-+pp) 



(O 



<f{jy)dx = H (a): l'equazione (a) non conduce 

a cosa alcuna, imperocché differenziandola si ha (jy) = o; 

ed essendo il primo membro una funzione di V, da essa si ricava 
V eguale ad una qualche costante K, V =fdx \/ ( 1 -+PP ) = K , 
il cui differenziale è dxy/(\ H-#p) — o,e quindi tf(i H-/>p) = o> 
e per p si ha un valore immaginario . 

L' equazione ( 1 ) poi si riduce ap = o, ovvero (^) = o , 

il cui integrale è y = e" essendo e" una costante arbitraria . 
Quest'integrale è l'equazione di una linea retta parallela all'as- 
se , e distante da esso di una quantità e" : così acciocché il 
Problema sia solubile, converrà che i due punti siano posti ad 
egual distanza dall' asse > ed una tal distanza ci determinerà il 
valore di e". 

Questa soluzione per altro non si può riguardare che co- 
me un caso particolare della soluzione generale . 

Per avere il criterio , onde distinguere se ha luogo il mas- 
simo od il miaimo > conviene ( § 355 ) vedere se la quantità 

(ip) — a (</^) ^ positiva o negativa: ora essendo Y una so- 
la funzione di V, si avrà 
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( zJl ) ss o i essendo poi 



H -h /( — ) dx , ove H rappresenta il yalore di 



dV 



f{jy)d$ quando «ss.i, si avrà jl massimo se 

{H — f(-jv) dx } ' 7CTT JfY* sàr * negativa, ed il minimo sp 
positiva j ma essendo p = o> si ha 1/ ( i -*• pp )* == J j dunque 
il massimo sarà dato dall'essere H — /(^S)^ negativa, ed 
il minimo dall' esser positiva. Dunque nel minimo «dovrà .es- 
sere f{j$)dx < H , e nel massimo f{^)dx > H , 

Sia T 5= WV* .essendo M una costante determinata , ,ed avremo 
f{%)dx » ?W/Wdx . Ora V = fdxV( i -+ pp ) = « 
quando ^ ss e" ' ? dunque 

* . • ■ 

Si avrà dunque il massimo quando Ma?* >,Mò% ed ij 
minimp nel caso opposto . 

S(ù supponiamo pertanto che le ascisse vadano crescendo 
da x =» a sino ad x = b , e che ivi si termini la curva , a- 
vremo nel nostro caso un minimo; poiché sarà sempre x mi- 
«orp d,i £ . 

§ 358. Fin ora ci siamo occupati della ricerca di una 
curva 9 la quale godesse di una certa proprietà di massimo o 
di minimo sopra tutte le infinite curve che pò tea no descriver- 
si in qualunque modo » corrispondenti però alla stessa ascissa : 
al presente poi ci tratterremo a parlare della ricerca di una 
curva > la quale appartenendo ad una classe ^ infinite curve 
dotate tutte di una proprietà comune 9 debbe godere di una certa 
proprietà di massimo e di minimo ; come se , per esempio > tra 
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tette le curve della «tessa lunghezza, si cercasse quella che go- 
de di una certa proprietà di massimo o di minimo. 

Le dottrine spiegate superiormente si applicano facilmen- 
te al caso presente: infatti snpponiamo che tra le serie influi- 
te di curve > nelle quali Je quantità espresse dagl' integrali in- 
definiti fv'dx , fvdx ec. , hanno tutte lo stesso valore, si 
cerchi quella curva in cui la quantità fvdx sia massima o mi- 
nima- Se rappresentiamo pcr*,/5,y ec tante costanti arbi- 
trarie , e cerchiamo con i metodi sopra spiegati quella curva 
(E) per la quale la quantità 

fvdx *+ afv'dx h- fifv"dx H- ec. è massima o minima , que- 
sta stessa curva sarà la ricercata . 

Tutto questo è di una facil dimostrazione; imperocché sup- 
ponendo trovata questa curva (E) , e facendo allora 
fvdx — ^ , afvdx «= H , jòfr'dx = Cec, si avrà la quan- 
tità A H- B h- C 4 ec che sarà maggiore o minore di tutte 
le simili quantità nelle infinite curve possibili che possono cor- 
rispondere alla stessa ascissa . Tra tutte queste infinite curve 
possibili ve ne sarà un numero parimente infinito * per le qua- 
li stando fisse le quantità B , G ec. , la quantità À sarà in es- 
se minore di quella corrispondente nella ourva (E)* per esem- 
pio tra tutte le curve possibili ye ne sarà una cui corrispon- 
derà la quantità 



"A h- B -*- C -4- ec , 


una cui 


'A4B-{.C4 ec. , 


una cui 


A 4B4C4 ec. , 


, e questa h la curva { E ) ; una cui 


A' h- E H- C H- ec. , 


una cui 


A'^B^G-f ec. , 


, una cui 



ea 



£C. 



essendo ec. , "A < 'A < A i A > A' > A" ec. t dunque que- 
sta curva medesima (E) sarà quella per la quale ffdx è un 
massimo o minimo, essendo nel tempo stesso costanti le quantità 
fv'dx , fv'dx ec. 



Tom. IV. 



Gg 
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I coefficienti a , |3 , y ce. si determineranno in maniera che 
gì* integrali ff'dx , fv"dx ec. > abbiano appunto quei valori 
costanti che gli assegna il Problema . 

I criterj poi onde distinguere il massimo dal minimo, sa- 
ranno .gli stessi di quei della sola formula fvdx , le altre es- 
sendo costanti . 

§. 359. Facciamone un primo esempio . 

Tra tutte le curve , nelle quali la formula fyxdx ha lo 
stesso valore , si ricerca quella in cui il valore della formula 
fyydx è massimo o minimo: supponendo che i termini delle 
medesime debbano corrispondere air ascisse » = a, x == h % 
o che quelle formule integrali debbano estendersi tra i limiti 
x = a > a? = b . 

Secondo ciò che abbiamo detto qui sopra , il Problema si 
riduce a cercare la relazione che debbe aver luogo tra x ed 
y> acciò là quantità fyydx H- mfyxdx y ovvero 

j{yy ~*~ *yx\dx sia massima o minima , prendendo V inte- 
grale tra i limiti x = a , x = b . Se indichiamo per Y la quan- 
tità yy h- ay x questa relazione ci è data (§ 335) dall'equazione 

(^) = ay -+• ax =3 o : soddisfa dunque al quesito y = — 

— , che è un' equazione alla linea retta . Il minimo poi è quel- 
lo che ha luogo, imperocché { — ) eguaglia una quantità po- 
sitiva . 

Supponiamo ora che il valore della formula fyxdx , che 
debbe essere lo stesso in tutte le curve , sia e= m quando si 
prende V integrale tra i limiti x = a , x = b , e potremo fa- 
cilmente determinare a ; infatti essendo 

/( — — )xdx = ~(a? — 6 J ) preso tra i limiti x — a y x=zb> 

avremo 

• (a 5 — è 5 ) = m , e quindi * = 7^:7?' e la cercata relazio- 
ne diverrà 
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La linea retta rappresentata da questa ultima equazione , 
passa per V origine delle ascisse , e fa con Y asse un angolo > 

la cui tangente è jn™r • 

Una tal retta gode di questa proprietà , che tra tutte le li- 
nee o rette o curve * i cui termini corrispondono alle ascisse 
a? = a 9 57»ì) ed in conseguenza delle quali il valore di 
fy x dx preso tra quei limiti, è eguale ad m , essa ha il più 
piccol valore per la formula fyy dx . 

Tra tutte le curve della stessa lunghezza, le quali uni- 
scono i punti a>z> si cerca quella che racchiude la massima 
superficie aÀZz, >? 

La proprietà comtme a tutte le ctirve tra le quali si cer- 
ea quella del massimo * è Y essere costante il valore della loro 
lunghezza fdxy/{\ -h pp ); e la quantità che dee diventar mas- 
sima è fydx ; dunque cercheremo la relazione tra x ed y perchè 
fydx *+ afdxy/(i -h pp)ì ovvero 

fdx {y H* »\/(i Hr PP)y sia massimo o minimo , -essendo a 

una costante indeterminata . 

Secondo la regola insegnata al §-341 per trovare il mas- 
simo o minimo della formula /Ydx f si ha la cercata relazio- 
ne data da qnest' equazione 

('?) ^~ h % **(S) = ° ' c ^° "^ oostt» caso diviene 

• d ( . ^ - * ) aes <i* , il cai integrale è 

*£ — - = a? -+. C , essendo G una costante arbitraria . Da 



quest* ultima eduzióne si ricava 
dy » * -+> e 



P = (^) ==: «/(^-(«-frcn ' che «Semente si integra, e si ha 
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17 j = C =fc \Z(« a — (x H- G) a ) > ovvero 

a* = (y — C') 2 h- (x -+ C)* > che è T equazione generale del 

circolo ; concluderemo dunque che un qualunque arco di cir- 
colo condotto per i punti a , z fra tutte le curve della mede- 
sima lunghezza , rinchiude la massima o la minima superficie ; 
è la massima se V arco volta la concavità all' asse y e la mini- 
ma se volta la convessità . Le tre costanti a > C > C saranno 
determinate dalla posizione dei punti fissi a > z > e dalla data 
lunghezza dell' arco . 

E qui osserviamo che Y arco circolare az condotto per i 
termini a>z non solo racchiude il massimo spazio aAZz> ma 

ancora una qualunque altra linea aCED& condotta da un ter- 
mine a air altro z > racchiude insieme con r arco la massima 

superficie; infatti se l'area aAZz è massima > sarà ancora 

aAZz — a AG — zZD h* CED una quantità massima per 

essere di una grandezza costante le quantità a AG, zZD*GED, 

qualunque linea preudasi per az- 

§. 360. Consideriamo adesso il caso nel quale la formula 
che dee divenir massima o minima sia composta di vàrie for- 
mule integrali . ^ j • 

Sia questa formula fv d xXf<p dx y il prodotto cioè dello 

due formule integrali f"¥dx ,fp dx > e supponiamo che Y,^ 

siano funzioni di x,y y p> di modo che sia 

d? = Mdx -+• Ndy H- Vdp , 
d<p = Wdx -h N'dy ~h F<fr>. - 

Facendo )±w invece di y , si avranno le differenze 

• ■'•'■*' 

A{*,^B,p4( d -;)}d^{*,J'H-o))P4(7)}rf*~ 

fYdxXfpdx, 
A {*^ ~ w »i> — . (£)} dxxfy {x,y — w,p - (£)}rfx — 

fvdxxf<pdx , che debbono essere ambedue negative nel 
massimo e positive nel minimo . 
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Sviluppiamole in serie per mezzo del Teorèma di Tajlor, 
e diverranno 



t > • 



fpdxxfdx {*{%) + & {*)}-f*dxxfdx{*ty 



(£) (fp)\ _*. ZL— Y h- ec. , ove Z rappresenta la tota- 

lità dei termini nei quali w> (j?) formano dqe dimensioni ; Y 

la totalità di quei nei quali dette quantità formano tre dimen- 
sioni ec. 

La relazione dunque del massimo e del minimo ci sarà 
data dair equazione. 

ed il criterio per distinguerlo dali essere Z una quantità ne- 
gativa nel massimo > positiva nel minimo. 

Ora la regola d > integrazione per parti ci dà 

/da{N» •+!?(£)> = P« -*/<o{N -£}<**> ■-.: 

fdx {lS'u -+. P( g)} = Fu -h/è {N' — £} tfi ; danqne la 
relazione del massimo e minimo sarà contenuta nell' equazione 

estendendo le integrazioni da x = a sino ad x = 6 - 
Spezziamo quest* equazione nelle due 

/*> < N ~ £}*"►$£/*' {N- - %}d* = », e L prima' 

•i 

di queste equazioni sarà soddisfatta da se medesima > poiché la 



I I. 



' 1 \ t ' ) . «. » 
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curva dovendo passare per due punti fissi, il valore di co. in qnei 
punti è nullo da se stesso . Riguardo all' altra , se noi indichia- 
mo per una costante e il rapporto dei due integrali fYdocfpdx 
estesi tra i limiti x = a > oc ^ b , avremo ^ 

/*w {N — ^}^ x H- ^/w {^ — Ti}*** s=r Q > c ^ e ditfereu- 
ziata e divisa per wdx , diviene 
N ~f* N' — (5?-f*^.')c = o, che somministra la. ricercata re» 

lazione tra x od y per soddisfare alla ricerca del massinjò o 

minimo . 

Si troverà da questa il yalore dì y , il quale conterrà la 
costante' e : sostituito in seguito questo valore, 4i f. nulle fqga«ul«! 
fvdoe >fpdx > e fatte le effettive integrazioni tra i limiti ,x =» a> 

se «= è , si avrà per esprimere il quoziente y~ una finizióne di 

£ » 6 « c.t Ja quale eguagliata alla stessa , e *. ci darà pn' equa* 
zione che servirà per la determinazióne di e 

Per una più grande estensione , ed un maggiore sminuz- 
zamento di queste dottrine 9 si veda la citata Opera di Euler 
Methodus inveniendi Uneas curvas etc. 

Facciamo un esempio. Si dimanda la relazione tra x cdy> 
affinchè Y espressione fydx .fdx^(i -+-pp) sia un minimo. 

Avremo in questo caso N == 1 * P =? o, W 55= d> F^ 
*— -£ — — : sarà dunque 

1 __ JL d ( —-li — - ì =c o , che integrata tina yoljta , diviene 

x h- g~ c — ^ — ; 9 essendo £ una costante arbitraria aggi a n- 

ta neir integrazione . 

Ricavando il valore di p da quest* ultima equazione , si ha 

— ( *l \ -a f^tl , di cui l' integrale è 

^ ?=/=±V( ce — (a? -*-#)*)♦ ovvero ' . 
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[y — fy ^ (x _4- gy = e' , essendo f un* altra costante ar- 
bitraria . 

L* equazione (y — jf) 2 h- (a? h- gY — c a , è T equazio- 
ne di nn circolo , il cui raggio è e ; per determinare e , biso- 
gnerà porre il valore di y e di p nei due integrali fydx , 
fdxV(i H-.pp)) quindi effettuate T integrazioni ed estese da. 
a? = a sino ad x = 6 * eguagliarne il quoziente alla stessa e: 
si avrà .allora determinato in a e & il raggio di quel circolo . 
Le due arbitrarie f<> g basteranno per determinare il passaggio 
della curva per due punti fissi . 

1/ arco poi del circolo che # soddisfarà al quesito > dovrà 
voltare la convessità air asse : allora Y area compresa essendo 
la minima» il prodotto dell' area. nella lunghezza dell'arco sa- 
rà anche un minimo . 

§. 361. Dalla ricerca delle curve dovrebbe andarsi alla 
ricerca delle superficie > le quali godono di una certa proprie- 
tà di massimo o di minimo; ma a questo riguardo le dottrine 
sono nel suo nascimento) e molto ci vorrà prima che possa 
aversi una Teorìa completa per quest' indàgine : non ostante 
noi ne parleremmo qualche poco . 

Sia z una funzione qualunque delle variàbili x ,y , e 
facciamo 






I </* \ ' / d % % ^ / ( d'z \ 



( — — I = T 



ec. 



Supponiamo che si dimandi la superficie , nella quale una 
certa quantità ffVdxdy è massima o minima . 

La quantità V può essere una funzione soltanto di x e 
di y : può anche esser formata dei coefficienti differenziali par- 
ziali p y p > q ec. : potrebbe infine contenere altre formule in- 
tegrali simili alla proposta . Consideriamo il secondo caso > e 
supponiamo in conseguenza che si» 
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dV sa Ldx -+ Mdy h- Nds H- Pdp H- Qcfg h- Rdr 1 



R"'dr 

Si cerca dunque la relazione tra & >y > z che rappresenti ana- 
liticamente quella superficie . * -, 

Per trovarla, supponiamo che z divenga z =t ,£w essendo i 
una quantità costante , cui potrem dare che grandezza ci pTà- 
ce, ;ed co una funzione qualunque delle due variabili x,y. 

^Sostituendo z =± i w nella, formula ffVdxdy , sottraendo 
in seguito l' istessa formula, prima che abtyia sofferta la sosti- 
tuzione, si avranno due differènze, le quali debbono essere si- 
multaneamente negative nel massimo, positive nel minimo. Que- 
ste differenze ^ordinate , per mezzo del Teorema eli Tajlor, se- 
condo le potenze di i , diverranno 



l" f ***** "\ ._• T? " f ^ " 






Vr 



ìffdxd, {No * J> &) + Q <&)** (-sr)» 



^Q"(^)-*-r(^), 

che debbono essere negative pel massimo* « positive pel mi- 
nimo , qualunque valore d* altrVonde si .dia ad i; e siccome 
affinchè questo succeda , bisogna £be si 'annullino i termini o- 
ve si trova la i alla prima potenza , per questo avremo 
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* 

ffdxdy {Nw -+ P (£) -+ Q (-0) , ce. 



P'(g)-hQ'(55).eo. 



d»«# 



v(-^-) 



ea 



.qualunque espressione si prenda per w ; da una tale (equazio- 
ne dobbiamo ricavare la relazione tra le variabili pò 9 y , z che 
conviene alla ricercata superficie . 

,§. 362. Per ridurre il primo membro /della ritrovata equa* 
zione , osservo che la regola ,d' integrazione per parti ci dà 

/P ( j x ) cf x == Pw — fu—dx, che jmoltiplicata per jtfy ed in- 
tegrata , diviene 

V 

//P ( g ) d*dy = /Pwdy - //« g dxdy . 
v Cosl 

//Vl%yd*& «/PVod» -ffu^dxdy . 

Egualmente per gli altri termini si avranno le seguenti ri- 
duzioni 

- /wgc&r + ffvgdxdy i 
//R {-%r)dxdy = m£.)d> -A?,)?,* «■&%** ~ 

t 

ffv^dxdy; 
Tom. IV. H h 



34» 



d'u 



// R ' (^7,) d ^=/ R ( 



MATEMATICA SUBLIME 

d*<* x _* . •><*»% <*R' -i /-.. ^R 



dxdy 



W -/£)£-* "/•SS:* 



</x4tjt 



d'R' 



//« ^ «fa* : 



<l*ù» 



<fw x 4VL" 



to" 



rf»R 



//R" (S.)<**^=/R" (££)<** -/0^<**-/»^;<** 



<**<// 



<f*</y 



dy y dy 



dxdy 



d'R" 



//«S-.^ì 



//R- ( -£- )cM?=/R'"(-£-}<** -/ig)^'** -<■/ *g-*d* 



dW 



ff* *-£r dxdy . 



dy 



ec. 



ec. 



Facendo ora le . opportune "sostituzioni nell'equazione tro< 
vata al §• antecedente» si avrà 

i? . ■ rf'Q rf'R 



/>{N 






dx* 

rf'Q' 
d*4[y 



// 



d*' 
d'R' 

d'W 
dxdy* 

d'R'" 
dy 1 



fuVdy 
fuV'dx 



/(fDQ% 



ce. 



ec 



ec. 



ec. 



*Q 



dxdy 



/««Ldy H-/(-0.)Rdj. 



4r 



dw 



/(f)Q'<^ 



*• 



/•(£)Q"<** 



fiù*QLdx 

J dy 



d x » 



KZkWày 



dxdy 
d*<* 



/(:££)&"<** 



dxdy 



f{±pr)K"dx 



</w\ rfR 



/(S)-^-*- 



«fu s <flt" 



/"#■* 



dy 



inr 



rf»R 



/•sy* 



ec 



ytS)^*-H./.^««. 
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Potrebbe anche darsi alla seconda parte del primo mem- 
bro della superiore equazione una forma più simmetrica > on- *%• 
de poterla prolungare quando in V si avessero dei differenzia- 
li di un ordine più alto ; ma questa riduzione oltre esser fa* 
cile per se medesima, è anche superflua da che siamo così in- 
dietro rapporto al maneggio dei termini dell' equazione sopra 
trovata 9 che non possiamo neppur condurre alla fine la ricer- 
ca di una superficie nella quale la formula f/Ydocdy che deb- 
bo divenir massima o minima » contenga i differenziali parzia- 
li del primo ordine solo . 

Jja prima parte del primo membro dell' equazione , egua- 
gliata a zero > ci dà Y equazione a differenze parziali 



• dx ^ dx* 

d?' . d*Q' 



dy * dxdy 
dy* 



GC 



ec 



ec. 




il cui integrale contiene la cercata relazione ; V altra parte dee 
annullarsi psr le condizioni del Problema jiei limiti dell' in- 
tegrale . 

Come poi debbano stabilirsi queste condizioni non è fa- 
cile a determinarsi . Ecco in che modo si esprime il grande 
Eulero a questo riguardo „ Ve rara quid haec lingula membra 
,» ( cioè i termini della equazione trovata sopra ) proprie sì- 
4i gnificent, et ad quemnam usura adhiberi queanx, neutiquam 
„ adhnc perspicere licet, unde hoc argumentum* cnius prima 
^ fondamenta ,etiam nunc vix jacta sunt censenda» omnem Geo- 
v metrarum attentionem atque multo accuratiorem investigano- 
*, nem postulare videtur , quod nego tram vix ante suscipere li- 
9 9 cet » quam casus non nulli particulares omni studio , et dili- 
9 9 gentia fueriot evoluti %9 . 

§• 3^3- Siano AX, AY9AZ tre assi ortogonali in A , i 
due primi dei quali siano nel piano YAX orizzontale 9 ed il I ? 
terzo sia verticale AX: sia quello delle coordinate #> AY quel- 
lo delle y ; ed AZ quello delle z . 

Sia descritta nel piano orizzontale una figura qualunque 
terminata da uni linea qualunque siasi RCC'C'' ec. 9 intiera- 
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Y ì(r niente curva se ci piace , o composta di rette e di curve in 
D ' qualunque modo : certo è che affine di potere assoggettarla a 
calcolo , converrà che essa sia esprimibile analiticamente per 
una relazione tra le coordinate x , y . 

Supponiamo che questa figura sia data , ed immaginiamo 
una superficie curva qualunque descritta nello spazio al di so- 
pra di lei. Se in tutti i punti C > C , C " ec. del perimetro 
* inalziamo tante perpendicolari CE, CE', CE" ec. sino all'in- 
contro di quella superficie > queste tagleranno in essa una cal- 
lotta o segmento , che noi chiameremo superficie corrisponden- 
te alla figura RR; e se nello spazio vi fossero altre superfi- 
cie curve , quelle perpendicolari prolungate , toglierebbero altret- 
tante superficie corrispondenti alla stessa base . 

Ora la dottrina esposta nei due paragrafi antecedenti ri* 
guarda la soluzione di questo Problema. 

, r Presa per base una data figura qualunque > di tutte le 
„ superfìcie corrispondenti ad una tal base > si ricerca quella 
„ che gode di una certa proprietà di massimo o di minimo,,. 

Anzi può così esporsi il Problema . 

Descritta nello spazio una curva a doppia curvatura qua- 
lunque rientrante in se stessa > e conosciute le quantità che ad 
essa appartengono > perchè date da espressioni analitiche cogni- 
te : si ricerca di tutte le superficie curve > le quali ponno. pas- 
sare per essa* quale è quella che gode di una certa proprie- 
tà di massimo o di minimo . 

Si vede subito che la proiezione di questa curva a doppia 
curvatura > è quella figura descritta nel piano orizzontale > di 
cui abbiam qui sopra parlato. 

Prendiamo in esame alcuni casi semplicissimi . 

Si ricerchi la superficie , la quale terminando ad una cur- 
va a doppia curvatura rientrante in se stessa , gode di questa 
proprietà „ L* integrale doppio ff{xyz — z*)dxdy ha in es- 
,> sa il massimo o minimo valore, relativamente ai valori che e- 
„ gli riceve nelle altre superficie curve terminanti allo stesso 
„ contorno „ . 

Paragonando quest* integrale con la formula del §. antece- 
dente , si ha 

V=zxyz — z\e perciò N = (g) = a: < y — 3s%P=(^) = ca 
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1/ equazione dunque del detto §. che ci dà Ja cercata relazio- 
ne , sarà 

N = xy — 33 1 = o , e la superficie voluta sarà quella nella 

quale il quadrato dell' ordinata verticale eguaglia la terza par- 
te del rettangolo fatto dalle due corrispondenti ascisse orizzontali. 

Siccome in questa equazione della superficie non entra al- 
cuna arbitraria che possa servire a determinarne il passaggio 
per la data curva a doppia curvatura , che costituire dovea il 
contorno di quella superficie , così questa proprietà di massimo 
o di minimo sarà goduta dalla superficie trovata per qualun- 
que di lei porzione; riguardo poi al dover passare precisamen- 
te per la curva a doppia curvatura , non potrà questo succe- 
dere * se le ordinate verticali della curva a doppia curvatura 
non sono eguali al terzo del rettangolo delle corrispondenti a- 
scisse orizzontali. 

Per un secondo esempio cerchiamo la relazione , dalla qua- 
le è rappresentata la superficie curva * per cui la formula 

(j)* — a 1 ( p y \ dxdy è massima o minima, supponendo 

che questa superficie debba terminare ad una curva a doppia 
curvatura data nello spazio . 

Se paragoniamo questa formula con la generale del §. 362 
si avrà 

V = (*)■ - <**(£)* =*p'* - a> 8 , e quindi N = o , P = 

— 2a*p > P' = 2p' , Qs=o ec : avremo dunque per determi- 
nare il massimo o minimo queste due equazioni 

(£)-«•(£) 

(2) y w (2p / — za*p)dy = 0. 

La prima ci darà la relazione cercata, e la seconda deb- 
be essere soddisfatta per le condizioni ove si termina la super- 
ficie ; e siccome questa si termina in una data curva a doppia 
curvatura fissa nello spazio , così nei punti di questa curva le 
z sono invariabili , ed co è nullo da se medesimo ; la seconda 
equazione dunque è soddisfatta . 



//{ 
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Dall' equazione ( i ) integrata , poi si ricava 
z = p(x h- ay) h- Y(x — ay) essendo p , Y due funzioni ar- 
bitrarie delle quantità poste respettivamente tra le parentesi . 

La cercata superficie curva sarà dunque rappresentata dall' e- 
quazione 

z = p(x H- ay) -f- ▼(* - — ay) . 

Queste due funzioni arbitrarie serviranno a determinare il 
passaggio della superfìcie curva per la data curva a doppia cur- 
vatura . Infatti siano z = 7/ , y = p ( indico per u ,p due 

date funzioni di oc ) le due equazioni, le quali determinano 
la curva a doppia curvatura , e sostituendo questi valori di 3 
e di y neir equazione della superficie > avremo 

u = $>(a; H- ap ) H- ¥(» — ap ) , che dovrà essere un* tr 

XX X 

* é 

quazione identica ; dunque dovrem determinare una Ai quelle 
funzioni arbitrarie > acciò quest' identità abbia luogo . 

Rimanendo una funzione indeterminata > potremo assogget- 
tare la superficie curva ad un 9 altra condizione ; per esempi? 
a passare per un* altra curva a doppia curvatura ; ed allora 
supponendo rappresentata da z = u , y = p questa secoli 

X X 

da curva , le due funzioni arbitrarie dovrebbero determinarsi 
\ per mezzo di queste due equazioni 

u x sa <p{<x H- ap x ) h- T(a? — ap x ) 
u' = p{« -i- ap' ) H- ^(a? 7 — ap' J) . 

•* X X 

La curva ^ doppia curvatura pve dee terminare la super- 
ficie , potrebbe esser formata di due porzioni , ciascuna delle quag- 
li fosse rappresentata da diverse equazioni ; si avrebbero egual- 
mente in questo caso due equazioni per determinare le due fun- 
zioni arbitrarie*. 

Rapporto a questa determinazione abbiam parlato di so- 
pra . 

$. 364. Proponiamoci ora la ricerca di quella superficie , 
la quale è la minima tra tutte coloro «che rinchiudono la stes- 
sa solidità . 



— »- mv* 
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Essendo in generale rappresentata la solidità di un qua- 
lunque solido da ffzdxdy , e la superficie da 

ffsj ( i H- p a H- p /2 ) cfodjf , la quantità che divenir debbe mi- 
nima , sarà 

ffdxdy {zH-av'C 1 H- jp -+■ jp'p ) } nella quale a significa 

una quantità indeterminata ( § .359 ) . 

Paragonata questa formula con quella del §. 362 , si ha 
Y •= z -\* ay/{\ •+ J?p -+■ Pp)> © quindi 

L = o,M = o,N=i,P = ^ *-_3F = ttL- _-: 

sarà dunque 

N — (j) — («)=sor equazione della dimandata superficie: 

ora (£) = i f . {( 1 -h rtO ( * ) - ;*>'(£)} , 

(£) = 2 I .{( IH .pp)(^)- i ,^(|)} > ove a v- 

vertasi che (^) = C^S") = (è)- Qaest' equazione dunque si 
ridurrà alla seguente 



a 



tliifiiiX = (I ^ p y H ») - W '(*)-* ( 1 ■+»)(*), 

che è un' equazione a differenze parziali del secondo ordine , 
la quale non si sa integrare : ad essa però soddisfa V equazio- 
ne per la superficie sferica zz = ce — xx — yy > ed anche 
quella di una superficie cilindrica zz = ce — yy . La soluzio- 
ne di questo Problema si trova condotta a questo punto , nel 
Tomo terzo Calcolo Integrale d* Euler pag. 596. 



\ 
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Osservazione. 

Se la curva a doppia curvatura , la quale , come abbi a ni 
detto al §. antecedente , formar debbe il contorno o il termi- 
ne della superficie del massico o del miqimo , fosse composta 
di varie porzioni rappresentate tutte da diverse equazioni > il 
Problema non sarebbe solubile quando nella trovata relazione 
per esprimere quella superficie , non vi fossero tante funzioni 
arbitrarie > quante sono le parti diverse , di cui è formata la 
curva fl doppia curvatura . 

Potrebbe anche la superficie del massimo o del minimo 
assoggettarsi ,a terminare ad altre superficie curve .descritte nel- 
lo spazio e rappresentate da relazioni conosciute ; così .questa 
dottrina .dei .massimi p ,dei minimi è , per dir così > senza limi- 
te > mentre nello stato attuale dell' analisi sia per la difficoltà 
d'integrare le equazioni a .differenze parziali , sia per quella 
che vi è nella determinazione delle funzioni arbitrarie, sia per 
molte altre che nascono dalla natura dei Problemi , appena ci . 
è permesso trattarne i quesiti più semplici : siamo sopra una 
spiaggia da cui si scopre un mar senza fine , e noa ci è dato 

per anche d' inoltrarvisi , onde fare delle scoperte. 

« 

Scolio. 

Forse i miei Lettori dopo avere studiato quanto ho dett? 
qui sopra > avranno delle difficoltà in queste dottrine : sappia- 
no però che ancora io non ne sono privo» e che per un* al- 
tra banda in qualunque trattato pubblicato prima di questo» a- 
vriano trovato assai meno di questa materia 9 per il .che se an- 
che fossero giunti a tutta da lungi vederne V estensione » son 
certo » che le loro difficoltà sarebbero state in un numero mol- 
tissimo più grande. 

AGGIUNTA jàL Capitolo delle Variazioni . 

• * 

365. La data funzione f , di cui l' integrale esser .debbe 
massimo o minirqo » appartiene ad un punto della curva cor- 
rispondente all' ascissa x . Facendo variare la relazione tra x 
ed y^ quella funzione appartiene anche al punto corrispondente 
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alla medesima ascissa x , ma questo trovasi allora nella nuova 
curva dataci dalla relazione variata. 

Ora il secondo di questi due punti non è già nel luogo 
ove è andato il primo punto nel passaggio totale che ha fatto 
la curva da una posizione all' altra ; dunque rigorosamente par- 
lando quella funzione T considerata nei due diversi -stati* non 
appartiene al medesimo punto identico preso in quelle due di- 
verse posizioni . 

/Supponiamo die si voglia considerare sotto questo aspetto 
il cangiamento della funzione ▼ * supponiamo cioè che essa deb- 
ba sempre appartenere al medesimo identico punto ; è chiaro 
allora «che non solo dovrà variare la relazioue tra y ed a;, ma 
ancora la stessa x . 

Sia dunque fvdx la funzione che divenir debbe massima 
/O minima , essendo ▼ =s ¥[x >y >p) . La dottrina -che espor* 
remo si potrà estendere ai casi superiori . 

Poniamo &~hiK invece di x; la y per la ^sola varia- 
zione della relazione diveniva y H- *w , ,e quindi p diveniva 

P •+*(?■) ■ So ora vì * poniamo x ~f *K invece di x , la y 

.diverrà 

y *+zKp H- ~g -* ec. H- £u -+■ i% ^ij 9 ) -fr « c » 

ovvero 

y ^{{Kp-t-u} H- j{K*j«+flK(^)} •+ ec; 



la p diverrà 

ovvero 

f h. £ {Kg H- (g)> •+ ? {KV -4- »K(0)} H- ec. i 

si avrà dunque 

fr {* H-rK, j,-j-* {Kp .*«>}-*.£ {K"«H-aK(£)} H-ea, 

P H.i{K ? ^(f:)>H.^{KVH- fi K(g)}^cc}^. 



7b/ra. /F. I i 



2£0 MATEMATICA SUBLIME 

Sviluppiamo la quantità che è sotto il segno integrale > ed 
avremo allora 

fr(x,y ,p}dx -+ i/{K(g) H- (Kp -*. co) {£) -f. (Kg -<- 
(£))(5)>*'-«.£/<K-(g)H. ! .K(KpH. U )(g) 

»K(K 2 H-{^))(- 1 ^)-K-I^-«-«)*(^)-n(KpH.oj).X 

che scriveremo così 

/¥(* ,^ ,p)<fa -f. i'E H- -£ F h- ce. 

Se ora invece d'i sostituire nella data formala integrale quei 
yalori per x ,y ep, vi avessimo posto x — z'K, p — iw , in- 
vece di x , p , avremmo avuto lo stesso sviluppo con questa so- 
la differenza che le quantità moltiplicate per le potenze dispa- 
ri di i sarebbero state negative . 

Acciò dunque abbiasi il massimo o il minimo converrà che 

la quantità 

(E)....,./{K(f)-*.(K i ,- t . W )(ff)^(K 2 M-(g))x 
(H)\dx tra i proposti limiti sia nulla, indipendentemen- 
te dai valori di K ed w ; V integrale poi il quale moltiplica 
- che abbiamo rappresentato per F , dovrà essere una quanti- 
tà negativa nel massimo , e positiva nel minimo . 

L' integrale ( E ) , se poniamo 
dv a Mdx -f* TSdy -*• Vdp , può mettersi sotto questa forma 

Pa_i./w (N — g}dflpp+/K{Mw.Np -±Vp}dx> 

ovvero 

Pw -+/*w,{ N — ^ } dx -{.{KdYi ora dovendo questa quan- 
tità esser nulla , si avrà 
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Pw H-/w {N *- £} dx ^/Kdr = O. 



dx 

Di qui 6i ricaverà N — ~ = o , e questa sarà V equa- 
zione , la quale ci darà la relazione tra le- coordinate della 
curva che si cerca . 

La quantità poi Pw •+.y*Kc?T, allorché vi avremo posto 
per y il suo valore trovato in .x , estesa tra i limiti x = a , 
op = b , dovrà annullarsi . 

Si vede che supponendo anche che varj Y ascissa a?, Te- 
quaziooc che dà il massimo ed il minimo è la medesima , l'u- 
nico cangiamento accade nei limiti dell' integrale ; quando la 
x non variava, la quantità che tra quei limiti si doveva annul- 
lare , era Pco , e se la x varia, la quantità che tra quegli stes- 
si limiti debbe andare a zero, è PooH-/KdY; così indican- 
do per {Pw-+/KdYV il valore di Pw -*. /KcZt quando 

x = a; e per /Pw -+ fKd"¥\ J lo stesso valore quando #==&> 

6Ì avrà 

{PcoH-/KdT^ x ~ {PwH-/Kdty = o. 

Se si facessero delle simili considerazioni sopra i massimi 
<c minimi delle formule integrali doppie , si otterrebbero dei si- 
mili risultati . 

Relativamente poi ai criterj per distinguere il massimo dal 
minimo, i quali sono dati dalla quantità F, si troverebbe che 
questi sono i medesimi che quegli ottenuti pel caso nel quale 
x non varia ; 1' unica differenza consiste nelle quantità che deb- 
bono annullarsi ai limiti dell 9 integrale . 

IJssendo p 5= ( p ) , cerchiamo le relazioni che esser 

debbono tra x , y , e tra x , z ; onde la formula integrale 

f^(x <>y , z,p ip)dx estesa tra i limiti # = a, x = b sia 

massima o minima . 

Se considerando a? invariabile ». supponiamo che y divenga 
t'y =*= /« essendo co una. qualunque funzione di x , la z che è 
una funzione ( per quanto incognita ) di y , diverrà 
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z =t iw(^) -t- *-^- (£?) h? ec. » quindi queir integrale propor 
sto ci darà la serie 



M'^f -)<£>><** -7- 



(S)H- 






Ora poniamo w ( j ) = , d Y = Mda; -+ Ndy -hPdp h* 

N'rfs -i- P'dp' » e 1* integrale che moltiplica =* i , prenderà que* 
sta forma 

Il massimo o '1 minimo ci sarà dunque dato, dall' equazione, 

/{coNH-P(£)H-N'ftH-P(£)}d*«Q, 
ovvero 

(E) > = Q. 

Per soddisfare a quest' equazione > qnanda non sia datai 
alcuna relazione tra y e z > basta porre 

co N -£= Q » (*) n'-£ = q, 

ed avremo allora due equazioni differenziali del secondo ordi- 
ne 9 tra le variabili a? % y , z\ troveremo quindi le dimandate, 
relazioni tra x ed y > e tra x e z . 

Riguardo poi alla quantità Po) H- P'0 > ovvero 



w{P-+P'($)}> la quale resta ad annullarsi neir equazio- 
ne (E), siano 

{Ph-F(§)}°> w 1 (Ph-F(^)} 1 idue valori di essa 
per x = a ed x = 5 > ed avremo 



co 
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w - {P -+ F(g)}* - co <P H- P'(g)}° = o , cui bisogne- 

rà soddisfare indipendentemente dalla quantità co > il che conse- 
guiremo per mezzo delle costanti arbitrarie > avuto riguardo alle 
condizioni date dal Problema nei limiti dell' integrale . 

Noi abbiamo supposto che per le condizioni del Proble- 
ma non fosse data alcuna relazione tra quelle variabili x,y,z. 

Consideriamo adesso il caso in cui per i dati del Problema 
abbiasi fina relazione tra quelle variabili- Sia F'(p >y > z) = o, 
ovvero F = o la data relazione tra x 9 y >z . 

Si potrebbe cominciare dal ricavale da questa equazione 
il valore di z date per x,y e sostituirlo nella formula inte- 
grale che divenir debbe massima o minima ; allora questa non 
conterrebbe che due sole variabili x r y^ e si tratterebbe con le 
regole ordinarie . 

Trovata la relazione tra x , y > si * avrebbe quella tra x , z 
per mezzo deir equazione F c= o . 

Ma possiamo anche regolarci in altra guisa . 

Se noi consideriamo, z come funzione di y e di a?,' e sup- 
poniamo x costante , Y equazione F = o ci darà 

(•) («)-*.(*)(£)-». 

Ora dall' equazione (E) si ricava 
N — £h-^$){N'— j^y x=s © ; dunque sostituendovi il va- 
lore di {—) ricavato dall' equazione (e), avremo 

(U). •• ; • '■ {N -£}<£)- {%) {N- - £} = o, la qua- 

le essendo combinata con l'equazione F= o. r servirà per la 

determinazione di y e di : z per x . 

Se si volesse che ancora la x variasse , operando come 
abbiamo fatto di sopra, giungeremmo alla medesima equazione 
(H)> e concluderemmo che fo variazione di x nulla influisce 
sulT equazione generale del massimo o del minimo , risenten- 
dosi soltanto neir equazione dei limiti . 
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Supponiamo ora che Y equazione tra x > y > z di coadizio- 
ne contenga anche le quantità differenziali {j-)i(-r)> si* cioè 

Ora x restando costante, y divenga ^ 4. iw , per il che z 
si cangi in z H* £0 -h ec. ( per 6 rappresentiamo la stessa quan- 
tità che sopra ) . L* equazione F = o ci darà 



»(5)-«-(5)(»)-*«(S)-*-(s)(y)-<>.*"«qniIfl4). 

vreramo trovare il valore di per sostituirsi neir equazione (E); 
ma senza seguir questa strada , che il più delle volte sarà lun- 
ga e complicata > noi otterremo in altra guisa V intento . 

Moltiplichiamo quest* ultima equazione per un coefficien- 
te variabile indeterminato A % ed aggiungendo allora il primo 
membro di tale equazione alla quantità 

<oN h- P(£) H- N'0 ■+ F(f-) , il cui integrale esser debbo 
nullo > avremo 

o-/{n(N*x(5))*(g)(P + x(*))H.»(H' + x(*)) + 

ovvero 



= 0, 



dF 



Per soddisfare a quest 9 ultima equazione , faccio 
due equazioni^ le quali combinate con la data equazione di con- 
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dizione , serviranno alla determinazione di a > ed alla determi- 
nazione delle ricercate relazioni tra x ed y , tra x e z . 

Gli altri termini fuori del segno integrale debbono annul- 
larsi nei limiti , come abbiamo spiegato tante volte . 

Io amerei di estendermi a casi più complicati » ed a det- 
tagli maggiori , ma V Opera mi è anche troppo riuscita più lun- 
ga di quello che pensavo. La Teorìa dei massimi e dei mini- 
mi presa in tutta la sua vastità vuole un trattato a parte , e 
sarebbe questo un soggetto degno d' occupare le cure dei Geò- 
metri più celebrati . 
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Sopra il Calcolo 
Delle Differenze - Differenziali . 



§. 366. TNdicata al «solito per y o per y una funziona 

JL qualunque di x > operiamo primieramente so- 
pra di essa per averne la sua differenza finita.» e troveremo) 
come si sa , tSy = y — y . Questa differenza finita è una 

nuova funzione di ^c . 

Ora se noi consideriamo w come costante , ,e prendiamo 
il differenziale di quella differenza, si avrà 



d^)dx> ovvero f 



d{y — y ) 

dx 



Jdx; facciamo' 



<*(y 



*->*> 



dx 



La quantità P è dedotta da y per mezzo di due opera- 
zioni che spnosi fatte sopra di questa : se ne è presa prima la 
differenza > quindi la differenziale ; per questo Vdx chiamasi 
differenza - differenziale . Avremmo potutQ ottenere una diffe- 
renza - differenziale operando inversamente . 

In .generale indicando per ffy una differenza finita rf'"** 
di y , se di questa prendiamo il differenziale m upi ° , si avrà 
^HS^ll^dx m ; egualmente se di una differenziale 



esims 



avremo 



( J " y * ) dx w prendiamo la differenza finita n 

A"(— £)dx* 9 e sarà anche questa una differenza -differenziale. 
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Si avverta che nel prendere la differenza finita di un differen- 
ziale Vdx, non debbesi operare che «opra P, cioè sopra il coef- 
ficiente di dx<> che è una funzione di x indipendente da dx. 
U ordine poi di una differenza -differenziale si desume dal- 
la somma dei due ordini appartenenti alle caratteristiche A,<i; 

così quell'ultime due formule rappresentano differenze -differen- 

.• 

ziali dell' ordine (m -ì* n) 

E qui osserviamo che la riunione delle due operazioni di 
prendere le differenze finite e di prendere i differenziali , è con- 
forme a quanto si pratica anche nell'algebra ordinaria. Di un ar- 
co per esempio si può prendere il seno» e quindi farne il qua- 
drato , il cubo ec Sono ancor queste due operazioni che nul- 
la hanno di comune tra loro, e perciò indipendenti l'una dall'al- 
tra . In generale sopra una quantità ponno farsi quante e quali 
si vogliono operazioni , indicandole anche con simboli ( se ne 
siano stati stabiliti per questo ) , purché quelle operazioni nul- 
la abbiamo di contradittorio tra di esse . 

Il Calcolo che riguarda le quantità ottenute con quelle due 
operazioni, chiamasi Calcolo delle Differenze - Differenziali . 
Le regole e le proprietà di questo calcolo sono una combina- 
zione delle regole e delle proprietà dei due calcoli , per il che 
non molto ci tratterremo a svilupparle . 

Il Calcolo delle differenze -differenziali ha due rami, quel- 
lo cioè propriamente detto delle Differenze - Differenziali , e 
quello delle Somme - Integrali . Nel primo, date le funzioni, 
se ne ricavano le differenze -differenziali; e nel secondo, cono- 
sciute quest' ultime quantità, se ne ricercano le funzioni. Non è 
difficile il primo ramo , ma oltremodo difficoltoso ne è 1' altro , 
perchè risente tutte le difficoltà del Calcolo Sommatorio, tutte 
quelle dell' integrale , e tutte le altre che gli sorto proprie , o 
che nascono dalla combinazione delle prime . 

Questo Calcolo è nuovo > ed invano se ne cercherebbero 
altrove i rudimenti . 

Nel prendere le differenze -differenziali tralasceremo il dx: 
avremo in questa guisa una maggiore simmetria nelle operazio- 
ni ; ed' altr' onde essendo esso una quantità indeterminata > so- 

Tom. IV. ' Kk 
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pra la quale non dee farsi alcuna operazione > potremo rimet- 
tercelo quando a noi piacerà . 

§ $67- P©f quanto non possa esservi alcuna difficoltà a pren- 
dere le differenze -differenziali di ima funzione qualunque y di 

a?, pure daremo qui Iq differenze -differenziali del secondo or- 
dine delle funzioni semplici 

A(f;/== ro {(/n-i)/"^H. ( -^4 ( ^^** , "V4.ec}} 

à ' ■ T . ' 

r i 

Ad. a* == (a*— i)a*log. a T 



Ad . log. x 



1 



,#.„ : — — , 



( X 4W) x 

Adf . seri x =? — ( 1 — cosu) cos x — sen to . senx - 9 
Ad. cos* ==: (1 — co$w)senx — senveosx. 

Non vi h poi alcuna difficoltà nel prendere le differenze- 
differenziali delle funzioni composte, tanto del secondo che de- 
gli ordini superiori . 

Questi . risultati sono i medesimi, sia che nel prendere ter 
differente- differenziali si cominci dal prendere i differenziali , 
e quindi si prendano le differenze finite, sia che si batta la stra- 
da contraria . U calcolo ce ne persuaderà facilmente ; anzi a 
questo riguardo noi potremo dimostrare un generale ed interes- 
santissimo Teorema . 

Infatti essendo come si sa ( §. 5. ) 



*•+» s* K dx' x dx 

e perciò 

*.-„->.- Af.~<£)«-«- (£>•£-«•«' 

avremo 

Qra differenziando la prima equazione , si ha 
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dalla «pale 

dy —dvvafrdy ==(£2W*H-(^)^-f-ec., 
■ J x + u J f .^ •'.p v* * V*'' a 

dunque 

dày x = Ady x . . 

„ La differenziale cioè della differenza finita è eguale al- 
„ la differenza finita della differenziale „ . 

Da questo Teorema è facile dedurne quest' altro più ge- 
nerale 



d m A*y =A-d w y . 



Nel prendere dunque le differenze -jdifferenziali è indiffe- 
xente 1' ordine da seguirsi. Si può cominciare W prèndere i dif- 
ferenziali , e poi le differenze finite , o viceversa : ei uingae 
.sempre al medesimo risultato. ■> _. ,\ k lt! s . m 

Stimo inutile trattenermi a fame delle riprove . .• 
Nel prendere le differenze - differenziali delle* funzióni pon- 
ilo svanire delle costanti che vi si ritrovino $t>ifi< o moltiplicale 
per x , x % , oc* eo. Il loro numero è sempre eguale air ardine 
della differenza - differenziale : così se la differenza -differenziale 
è dell' efrdine m <+ n $ svanisce o può svanire un , polinomio 
di questa forma 

H- Ba? h- CV -+ Ea? s •+• -+ M** -4 "*"" 1 * 



Sarà facile persuadersi di questa verità, ! 

§. 368. Veniamo alle differenze -differenziali delle equazio- 
ni . Sia V =3 o una equazione tra a?,jf e quante si vogliono 
costanti . \ 

Non vi è alcuna difficoltà nel prendere le differenze -dif- 
ferenziali di quest' equazione V = o ; si differenzia Y equazio- 
ne con le regole del calcolo differenziale quante volte si deb- 
Le > quindi scrivendovi invejce di . . » 
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x -+• w » y x ^ w * [~dx~~J * \~Jx r ~) ec > ovvero le equivalenti 

< 

y -*- Ay i (4) H- (g) *(£*)-*■ (^) ec. ; si ha una nuova 

equazione , da cui sottraendo Y equazione differenziale > se ne 
ottiene una prima differenza di quella differenziale, sopra la 
quale faremo una seconda operazione per avere una seconda 
differenza e così di seguito; si avrà in questa guisa la differen- 
za-differenziale dell'ordine che sarà stato proposto. 

Per esempio. Vogliasi la differenza -differenziale del secon- 
do- ordine dell' equazione y 1 -f. x x = a* . 

Incominciando dal differenziarla, avremo 

y (%) ~* x ~ ° "> ^ e ^ a 1 u ^ e * a differenza finita sarà 



y x + X~^) ■* * "* w ~^ ( S) — * =» o» ovvero 
(*.-*■ ày) {(£> H- (*£)} -/(£) H- « = o , ovvero 



^)^Ajf.(g)H-Ajr.(.^)H-«-o. 

Quest' ultima equazione sarà la differenza- differenziale del 
secondo ordine di y % -4- a?* = o? • 

Data un* equazione V = o tra Te variabili x ,y, e quan- 
te si vogliono costanti r il calcolo differenziale ci fa ricavare da 
essa quest' altra equazione dV = o r ed il calcolo delle diffe- 
renze finite T equazione AV = o : ora una combinazione qua- 
iunque delle tre equazioni V = o , d V = o r A V = o chia- 
masi una equazione alle differenze -differenziali del primo or- 
dine. Un'equazione qualunque nata dalla combinazione di que- 
ste sei equazioni 

TTao, dVc=o, AVt=o, cTV=o, A*V=o,AdV = o, 

ha il nome di equazione alle differenze -differenziali e cpsi di 
seguita. 

Potremo dunque avere un* equazione alle differenze- diffe- 
renziali del primo ordine > la quale contenga due costanti di 



\ 
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meno dell' equazione da cui è dedotta y un* equazione alle dif- 
ferenze-differenziali del secondo ordine, la quale contenga cin- 
que costanti di meno dell* equazione da cui è dedotta > e così 
via discorrendo. 

In generale chiamasi equazione alle differenze'- differenziali 
un' equazione in cui si trovino i differenziali e le differenze fi- 
nite insieme, oppure le differenze- differenziali : l'ordine poi 
deir equazione 'si desume dal maggior indice di alcuna delle ca- 
ratteristiche d , A o dalla somma degli indici di esse > se tro- 
vansi riunite in un medesima termine . 

Dall' equazione y % = ax h- 6 sé ne deducono queste due 
3y(^) = a, 2jA^ h*(A^)" = aw , dalle quali si ha 

syA^H* ( Ay) y 5= 2jf(£)w, equazione alle differenze -differen- 
ziali del primo ordine. 

§• 369. Pohno prendersi le differenze- differenziali anche 
delle funzióni a più variabili ; anzi rapporto a queste ponno le 
differenze riferirsi ad una variabile , e le differenziali riferirsi 
ad un' altra . 

Così essenda z una funzione di due variabili x , y in- 
dipendenti tra loro , il calcola differenziale ci da 

(à% v dz ^ 
~ — ) r ( -J 22 ) v delle quali possono* prendersene que- 
ste differenze finite 

('* * dz * 

(^tti)-.(^). 

(de . . É d% . 

, *>>-M \ ( x,y \ 



ì 
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* dy ' * dy ' ' 

Queste espressioni sono le differenze - differenziali parziali 
del secondo ordine della funzione z . Si potrebbero notare 

con la caratteristica A, ma converrebbe contvas9egparla <per si- 
gnificare quando si riferisce ad una variabile, quando ad un'al- 
tra , e quando ad ambedue; ma questo algoritmo è impratir 
cabile, 

ke differenze -differenziali e parziali degli ordini superiori 
si deducono da quelle degli inferiori , come queste dalfy fun- 
zione . E' inutile occuparsene . 

Nella medesima maniera è facile concepire còme -potraòift* 
aversi le differenze- differenziali parziali delle equazioni t a trp 
o più variabili z , $ ,y ee. , nelle quali si considera "a come 
funzione di tutte le altre . Se ne prendono prima ; 1* equazioni 
differenziali, ed in seguito le differenze finite- Egualmente s'in- 
tende facilmente come da equazioni siffatte ponno eliminarsi del- 
le costanti e delle funzioni , pervenendo ad equazioni afre dif- 
ferenze -differenziali parziali. 

E qui, se non fossimo obbligati a ristringere più che pos- 
siamo questa Appendice , ci tratterremmo nello sviluppò di que- 
ste Teorìe , facendone degli esempj : ma supplirà a tutto que- 
sto la sagacità , che nello studio del Corso di Matematica Su- 
blime , avranno acquistata i nostri Lettori . Ne parleremo se av- 
verrà che ci abbisognino nel fare qualche applicazione . 

§• 370. Veniamo ora a parlare delle Somme Integrali. 

Si chiama Somma Integrale di u.ua funzione z di pc quel- 
la funzione u la cui differenza -differenziale dell' ordine, me- 
desimo della Somma Integrale «eguaglia z .Così se l'ordine è 
il secondo , i rapporti trp. .queste due funzioni z , u sono Cr 
spressi da queste equazioni 

ù^du ,m = 2/s j delle quali una e l'inversa dell'ai- 



X X ' X 
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tra . Il dx che scriversi dovrebbe accanto al segno /", si v trala- 
scia per semplicità . 

Nel prendere le Somme Integrali aggiunger si debbono le 
costanti arbitrarie secondo quanto abbiam detto al §. 367: al- 
lora le Somme Integrali diconsi complete: quando poi\o queir 
le costanti non vi sonò aggiunte o ricevono dei valori parti- 
colari e determinati > le Somme Integrali diconsi particolari . 

La formula 

< m - ì ^ Jl.T*lL'L-zMx m ~ 4 ui -+ ec.) del §. 367, ci dà (fa- 
cendovi ot.s=o, ra = 1 , /72 = 2) m = 3 > ro = 4 , ec. ) 
Ad . 1 = o 
Ad. * = o 

■ 

Ad . x x =3 a ' 

Ad . a? } =s 3 ( a* -*< I ) 

Ad . x* = 4 ( 3»* «4- 3* H- I ) 

Ad . a? 5 =3 5 (40?* -j- 6x* -+> 4» •+• I ) 



io. 1 



il • 



> ! 



■ I 



ec« ec* 

da cui si ricavano queste Somme Integrali 

2/1 - 






* % 



a 



^ 45 4 4 4 ^ ' 

ec. ec. 

Così per mezzo di queste formule potrà aversi la Somma In- 
tegrale del secondo ordine di una funzione razionale intiera di 
x di questa forma 
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1. 



a -J- àx -t* <?#* -+ «ap 1 H- • H- p»** . 

Se noi ricompletiamo queste Somme Integrali aggiungen- 
dovi il binomio Ax h- B > ove A , B significano due costanti 
arbitrane ,r si trova 

2/. o =s Ax -h B , 

2/- 1 = -£■ H- Ax h- B , 

<ec. «e. 

Nella stessa guisa la formula 

Ad . a* =a ( a° — i ) a" log a 
ci dà 



M 



Le due ultime formule poi dello «tesso paragrafo ci danno 

COS X r=a ^ y "~ w *)• Ldienx<-¥senu.hdcosx 

c^n %* _ ( f "" rw w ) • A<* **' * — *** w • &<* sen x 
ouil X *—» — — — t: | 

( I — cos w )• -H- (sen « )* 

le quali si riducono a queste più semplici 
cosce = M. '" 1 —"*—— > 

^ 2-2CW» 

da cui ricaviamo 

2/cosx = 1S^J=y±=J^^. à*h- B, 

-Zfsenx^ ««('-)^^ Aa H- B . 

- * 2-2W 

Così dall' esame delle formule differenziali ponho ricavar- 
si delle regole particolari d' integrazione • 
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Io generale però la Somma Integrale non si può avere che -nj^ 
espressa per serie , ed anche questo pietodo non è di moka utili- °' 
tà se Ja funzione è complicata . Occupiamocene per un momento. 

Si dimandi per esempio il yalore di ^fzdx $ cioè la Som- 
ma Integrale del secondo ordine di z>dx . Se facciamp fzdx » u , 
si avrà (§. 124) 

• • - 

purché si faccia oc = o nei coefficienti z , ( •- ) , ( — ) ec. 
Avremo dunque 

• f ' - v dx ' 2 • > a* ' 2 . 3 

e quindi se poniamo per 2i , 2a? ec. , i respettivi valori ( §. 13. 
Cai. delle Diff. finite ) , avremo la serie che ci esprime la 
Somma Integrale di zdx: sarà questa completa perchè contiene 
le due costanti arbitrarie C, A. 

Per fare fin di qui qualche applicazione delle spiegate -Te°~ 
rie , si proponga questo Problema . 

Trovare jina curva tale AS, che prese due ascisse qualun- I9 
que AP = x , AP' = x -4- 1 , e tirate ai punti T , T', ove f 
le ordinate- corrispondenti segano la curva , le due tangenti 
TM , T'M' , e le due T/z , TV parallele air asse , le tangenti 
dei due angoli 72TM , /2'T'M' differiscano fra loro di una quan- , 
. tità costante = aa . 

AP essendo x> PT sarà = y , e FT' = y m _ : ora 



tang. «TM = (-*), e tang. «T'M' = ( -^—-h dunque per 

f, 

la condizione del Problema 



Jf-) — ^7? ' = aa » ? P erci ° 



j^ = a a 2/i » y . aa h- A* -+ B , e T equazione della cur- 



ati } quindi 



2 
va sarà 

Tom. IV. LI 
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FI- y = ax* -b Ax -+■ B , essendo A , B due costanti arbitrarie*. 
Se a = o , la curva cercata diviene nna linea retta > poiché 
y = Aa? h- B . 

L' equazione y = ax* -+ Ax -f. B è alla Parabola Apol- 
loniana : si faccia per semplicità A = o , 6 = 0,8* avrà 

y = ax* . Sia a = — , ed avremo my = a?* . Si conduca nell' o- 

• 

rigine dell' ascisse 1' asse dell' y > e sia AR: si descrìva la pa- 
^' rabola AS , prese le y per ascisse , e le a; per ordinate ; s' a- 
vrà la tangente dell' angolo 

TO TM ==(£)==£; dunque 

tang. nTM = £a/?,g-. ( 90 — mTM) == — : sarà in conseguenza 

tang n'T M' = ^^ , quindi 

= — % come si ricercava . 

m m * 



La Parabola Apolloniann dnnqne gode della proprietà che 
formava la condizione del Problema . 

§. 37 1 . Il Teorema dimostrato sopra ( §. 367 ) pel quale 

tid . z = db. . z ce ne dà un altro : consiste qnesto neir es- 
sere la somma finita dell' integrale eguale all' integrale della 
somma cioè 2/*. u = /*2 . u . 

Infatti sia Ad! . z = u ; avremo prima dz =? 2tf > poi 
2 = /*2 h ; ma us dA . js , e quindi £ = 2/w ; dunque 
/2a = 2/rz. 

Egualmente si troverà 

f* 2* • u = 2*/' • w » c i°® * a '°m ma R dell' integrale 

esimo ,. ... , fi/wa ., .. */**»* 

772 eguaglia 1 integrale m della somma n 

E qui bisogna osservare cbe nell' eguaglianza delle due 
formule 2/h »/2« non deesi aver riguardo ai termini ove la 
oc è alla prima potenza > e ciò perchè nelle differenze -differen- 
ziali del secondo ordine svaniscono i termini come Aa? ~f» B . 
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Nfe preme per le Somme Integrali del secondo ordine avere ri- 
guardo ai termini , ove la a? è alla potenza 1 > ovvero o > i 
quali ponno essere introdotti dall' integrazione ; poiché questi 
abbiam dritto di considerarli contenuti entro il binomio Aop h* B 9 
che dee aggiungersi , onde V integrale sia completo r 
Spieghiamoci con un esempio , 

?/* = ?£= 7 -*•»■" 



ia' 



* <* ~ «lJ «** 



*» * 



Ora sembra che 2/V«? non sia lo stesso che /Sor, diflbr 

rendo le due espressioni della quantità — ; se però * si osserva 

che bisogna aggiungere a ciascuna di queste Somme Integrali 
il binomio Ax -+ B , essendo A , B due costanti arbitrarie , si 
avrà 

;2/* = ?-7-i-(A-».à)*rl-B t 

• > 

le quali sono la medesima cosa , potendo — considerarsi con- 
tenuto entro la costante arbitraria A . Nella stessa maniera da 

6 r ~~ 94 12 24 

pare che non possa aversi 2/*\i =/ %5 2i ; pure se si comple- 
tano queste espressioni con T aggiunta dei termini 
Aa?' h- Bjc 2 h- Cx h* D , essendo A , B , C ; D quattro costan- 
ti arbitrarie } avremo 

e perciò cangiando la forma delle costanti arbitrarie , avremo 



s^i^s?*»?^^, 
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In generale avremo sempre 

f S! n f n 'u —f"^S m U) parche queste Sómme Integrali siano com- 
pletate col necessario numero di costanti arbitrarie > cioè con 
T aggiunta del polinomio 

A -h Bjc h- Cx* -+ •+ Qx° *~ f , A,B>C ec> essen- 
do quelle costanti . 

§ 372. Veniamo a discorrere degli integrali dell* equazio- 

ni i Qui * più che altrove conosceremo esser questo ramo d' A- 

. calisi Sublime sempre bambino > e che quindi presenta un vasta 

campo ai Geometri da coltivarsi, giacché non sappiamo neppure 

integrare la più semplice di tutte F equazioni del primo ordir» 

Sapponendo che a rappresenti una quantità eostante » fac- 
ciamo y = Ac* » essendo A » e quantità anche costanti da de- 
terminarsi : se facciamo le opportune sostituzioni in quell* e- 
qnazione > avremo 

A a e* (e — 1) = A e* log e > dalla quale si ricava 
a [c — 1 ) = log. o ; duóqoe la 1 costante A rimane indetermi- 
nata e la ce data per 1* equazipne trascendentale 
le = (e — i)a. 

A qnesta equazione soddisfa e — 1 ; dunque y = A co- 
stante arbitraria sarà un integrale particolare della proposta, 
come poteva vedersi a priori • 

Ora le ==; e — 1 — - ( e — 1 )* H- ec ; dunque se sup- 

poniamo che e — 1 sia una frazione così piccola da poterse- 
ne trascurare le potenze superiori alla seconda , avremo 

le a e — t — — ( o — i) 1 » e perciò 

c — 1 .4. -L ( c •— 1 )* = a ( e — 1 ) » da cui si ricava 

e = 3 — aa . 
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Se dunque il valore di a renderà 3 — 2 a eguale ad una 
frazione tanto piccola che permetta che se ne trascurino le po- 
tenze superiori alla seconda , avremo per integrale approssima- 
to della proposta 

y = B ( 3 — sa )' > ma la proposta è lineare ; soddisfarà dun- 
que ad essa 
;y = B(3 — 20 )* h- A . 

Anche Y equazione semplicissima ay h- ( j^) = o con- 

X ■+• 1 dx 

duce ad un' equazione trascendentale > se supponiamo 
y = Àa*, e ci dà a* -4- Z* = o per determinare a. 

In generale un* equazione qualunque alle differenze -dif- 
ferenziali 9 lineare a coefficienti costanti 9 conducè ad una equa- 
zione trascendentale > se tentisi d 9 integrarla con la supposizio- 
ne mentovata . 

Per esempio > 1* equazione 

y = AV% ci dà 

a -f £* H- dog.» H- e» log» = o, dalla quale converreb- 
be trovare il valore di « ; ma non si hanno regola generali per 
siffatte equazioni ; anzi la risoluzione dell* equazioni trascen- 
dentali y di quelle cioè nelle quali V incognita è sotto a- 
spetto algebraico > e trascendente nel tempo stesso (a), è 
un ramo degno di occupare i primi Geometri . 



(a) A questo proposito espèrto l*risota£Ìone< di «Icone equazioni 
trascendentali» che mi è occorso di fare in altre occasioni ponete vedasi 
1 artifizio analitico che ho seguito. 

i\ Sia da risolversi 1* equazione 

a = ~ , ovvero siano da trovarsi tutu 1 valori di x che 

soddisfanno a quest 9 eqoazìone . 

Trasformata la superiore equazione in quest* altra 

3.2 =(**+3)(#-*-5)>fii faccia x •+ 2 = y , ed avremo T equazione 
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§• 3?3* T&ljitia volta la forma particolare di un' equazione 



"*"T 



i .- . ' > r 



(A) 3-tt 3f =(^-*-0(iV-*-3). 

Per poco che si rifletta sopra l'equazione (A) si vede che y debb'ef- 
sere na numero intiero e positivo ; infatti se non fosse numero intiero V ir- 
razionale sarebbe eguale al razionale , il che è assurdo; e se non fosse posi* 
tivo, il numero 3 sarebbe decomponibile in fattori intieri, ciò, che pari* 
mente è assurdo. 

Ciò premesso , fi osservi che al primo membro di quell' equazione si può 
dare questa forma 

Ora la proposta diverrà 

, + .„ + BlfciJ h. «<ÌL^LUi=S> + „. ^ ( _, + , , ( , + , ,, „ 

quale , tutto trasportando da una banda , si riduce a quest' altra 

jQ -*•!)(> — 3) _,_ y(y — 1)(>-2)(> — 3) y(y—iHy — 2)ly-3)ly—4) . .. _^ 
_. _,. _ ^ 3 . 4 . fi ■**>•- °, 

ovvero 

(B)... .JV(^- 3). ^-T - 1 " ^7i -+ TTìTs + eaj»-o. 

Così la risoluzione dell* equazione (A) sarà ridotta a quella dell'equa* 
jBione (B). 

Neil' equazione (B) la serie che è contenuta tra le pa^remefri , è tutta 
«composta di termini positivi, per essere y positivo ed intiero-, dunque non si 
può soddisfare a quell' equazioi^e, che col fare y[y - 3) = o . 

Quest'eguaglianza ci dà due valori intieri e positivi di' 3/ /cioè y = o, 
y = 3 j e queste sono le due sole radici , le quali abbia l' equazione (B) , ovvero 

3*" = (y+ i)(y-+ 3). 

Ma abbiam fatto x -+ 2 =,y; dunque avremo per x questi due valori: 
Af=i 9 # = r- 2 , che s^ranpo le spie radici dell'equazione ; 



2 = 



J2 

Pervenne a quest'equazione il mio -Rispettabile Collega e Matem. insi- 
gne Mariano Fontana risolvendo il Problema , ove si cerca quali siano i Si- 
atemi d* Attrazione , in cui e lecito considerare tutta la mass?, di una sfera , 
come riunita nel di lei centro , onde determinare 1* attrazione di essa sopra 
un punto fisso posto fuòri di lei ( Corso di .Dinamica Tom* I. pag. 129; Tom. 
U- rag. 3*9 )t ed avendone ottenute cpji metodo indiretto le radici suddet- 
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alle differenze -differenziali couduce facilmente ali 9 integrazione . 

te mi ricercò una diretta determinazione delle medesime, cai soddisfeci, co* 
me ho qnì sopra riferito . 
2*. Sia r equazione 

I •+ 2 ~t" H ** 

(A) — ^ • =s (77:— ) » della quale si vogliono le radici , i va- 
lori di n. 

Pongasi n = - x , ed avremo 

= ( ) ,. ovvero 



»» « «. » *- »* 



E 1 facile intanto concludere che x non può essere eguale uè tfl - 1 , né 
al 2; ma soddisfa x = I , ed avvi una sola radice eguale all' unità, poiché 
f equazione divisa per x - 1 , non è più soddisfatta da x =2 1 . Ecco intan- 
to trovata una radice della proposta • Per le altre radici , si osservi che l' ul- 
tima ottenuta riduzione ci dà successivamente le seguenti : 

3JC 



, I x 3* (2*— I), I * 



1 -4- * \2 — X ' 2 



{I I 1 2* (24T — l), \ • 

p^-Thh;}- — 2 — (53;) ~ cc " 



2* ( 2* — 1 ) 2* ( 2«* — I ) 



-(rrr) - ec > 



( 1 -*-*)(a— *) a v 2 — x 

2X(2X— I) 2*(2*— l)' I 2JT(24f — 1)(2*—2) 



2 — * 2.3 *2 — X 



(sé--)' 



ec. 



« /~ \ r T f 1 2*(2* — l)(2*— 2) / 1 N * 

24f(2JP— l)(3— 3JT) _ 2* (2* — i)(2*— ») > I v' 

(l-*-*)(2 — *).3 — ~ 2.3 'a — *' "*" ec '* 

"<"-0(*-0< il i?^-7(i=;)* ! i=»(i=;)'-*}=a. 

2# ( 2* ~ 1 ) ( * - 1 ) = o , e quindi # = Oi# = -Tt# , = f. 

Abbiamo dunque sin qui tre radici della proposta, e vedremo che nou 
te ne sono altre • Infatti quei fattore dell' equazione da noi trascurato, ci dà 

che successivamente si riduce come segue 
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Vogliasi per esempio, risolvere questo Problema r 



^ ■ ■ - - , . , ^ 

ì.f_L^3'/ i V_3' / « J 



• * • • J 




irrfe) * — m — '(ì=ì) r** 0, 

E se la proposta ha dell'altre radici, queste debbono esser date dall'e- 
quazione (C) # \ 

Qaajuncjue valore intiero o fratto che diasi ad *•, ina -negativo, rende 
necessariamente positivo il primo membro dì quest'equazione; essa dunque 
non può darci alcuna nuova radice negativa , sia intiera come fratta . 

egualmente facendo x eguale all'unità o minore di lei, il primo metri- 
bro è necessariamente positivo, ne può mai divenire nullo; dunque l'equa- 
zione (C) non ha nessuna radice eguale o minore dell' unità, e quindi essa 
non ci darà nessuna nuova radice eguale o-minore 'dell' unità .. 

Per dimostrare che non ponno esservi altre radici maggiori dell' unità, 
sia intiere come fratte e positive , si riprenda T equazione 

I— * ,2 — *. — 2* . 

— - = v — — ) » e da 3 ac «» 8l ha 

» — x __ , * — * \— 2* 

I-**". 1 — Vi— >/ ".'* 

2* _/ ' \ . «*b»»+l)/ I \> 2*(a* -4-0(2* -*•*), I \f 

-M^ sa -. fl *(r=-"») H -— — (~*> r- — «TT^— (r=?) +•?•• 

— — s= — — — -* — *- f — «- > h* • — - ( i ~ ec. 

i-t-# i — * 2 Vi— xJ ^ 2.3 Vi—*/ 

.Ora quesjT ultima equazione non pub esser mai soddisfatta per qualon* 
que valore positivo e maggiore dell'unità jche si dia ad x\ dunque le sole ra* 

dici dell'equazione saranno #=Ot# = ~»*=is avremo quindi npo, 

A 

n = - JL , n =s - i • 
a 

Se si facesse uso di questo artifizio per risolvere 1* equazione a* =3 x 9 

egli ce la dimostrerebbe assurda ed esprimente una specie d' immaginario . 
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„ Travare una curva tale che te suttangeuti oorrisponden- 
99 ti a due ascisse qualunque * > x H* l * differiscano tra di lo* 
„ ro di una quantità = 3 „ . 

Se 6Ì rappresenta per y V ordinata che corrisponde all' a* 

scissa x ) T espressione dell» sottangente cbp a queir ascissa con- 
viensi 9 è 

y : ( — - ) 1 e quella che si conviene ali 9 ascissa x H- 1 > è 

y : ( _* "ti ) ; orq. Je condizioni del Problem» ci danno 
quest' equazione 

•7* -fi : (tT^ ~~«*V : (^) == 2 , che è un' equazione alle 
differente differenziali . 

Per integrarla si osservi che essa si pone sotto questa forma. 

& \y* ; ( ~4? )) ^ a » e ^ aindi 

j> : (^) =: 9^)1 = aa? -j- A . Si ba dunque 



y 2* •+ A ' 



^oiff. ,y =3 y log. ( a* ->• A ) -j- Zo#. C , ed infine 

jr* = aBx -{- G , sarà Y equazione della cury a cercata : sarà perr 
tanto la curva una Parabola Apolloniana . 

Se la differenza delle due tangenti avesse dovuto eguaglia- 
re una frazione ~ dell' ascissa a?, cioè — x, noi avremmo ot- 

^ * f 

tenuta quest' equazione 

, essendo A una costante arbitraria. Se integria- 



dy 4x 



y t e *-*-a 



Tom. IV. M m 
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mo qnest' ultima equazione , si ha 
ly = /V-^ — •+■ B > ovvero 

Jy —/m x^Jm* 2*a *"*~ B: essendo B un* altra costante arbi- 
traria . 

§. 374. Sia proposta T equazione "' 

y x -*. ay^ ^ f h- 6 ( £) = X> ove a , 6 , X sono fbnziorii/di **^ 

",j L'Intégrale di una tale equazione dipende da quello di 
„ una equazione più semplice, nella quale manca il primo tcr- 
„ mine y > da una equazione cioè di questa forma 

w-'r^y*^ P^ '. ; ii»ss= X', essendo p , X funzioni dr #•«,*. 

Per dimostrare questo Teorema si procederà come segno?: 
supponiamo che integrata la proposta nella supposizione che man- 
chi il tarmine ay (ed essa allora è una equazione diffe- 

■ * * » 

ton&itl& ).>. sia il. suo integrale y = cu H- w , essendo 1 U) w 

[ due. fqojtioni idi oc determinate, e e la costante arbitraria. ( Noi 

scriviamo egualmente y , u , w , che jf '>«" ,w ). 

•» m * 

' ' : Supponiamo e variabile, e determiniamolo in 'modo cito 
queir integrale soddisfaccia a tutta l' equazione proposta , nessnn 
-termine eccettuato , avremo 

' l <**' ^d*' ^i/*' ^ *><**' ' 

y = e . u -+w . . r 

Facendo ora le opportune sostituzioni ne Jla _ proposta , ot- 
. terremo t % m 

CttH.«H.a{c 4fH . | .« #H . l H.« i , H . | }-+6{c(*) >r f.(g)}H. 

fo ( — ) = X : ma i valori di u e di <*> son tali che 

cu H- <«) -f- i {c(— ) H- (~ )}■ = X è un' equazione identica ; 
danque per determinar e rimarrà 1' equazione 



APPENDICI I. 275 

au .e -4» bu(^) = — aw , cui si potrà dare que- 
sta forma 

Questa stessa riduzione estender si potrebbe ^Ile equazioni 
degli ordini superiori ; ma non mette il conto > giacché nello 
stato attuale dell 9 Analisi non sappiamo integrare puparo le 
equazÌ£H?i $el primo ordine così ridotte . 

.§• 375. Sonovi alcune Classi di equazioni al ^differènze- 
difFerenziàli che ammettono facilmente Y integrazione \ o alme- 
no esse dipèndono dalle regole conosciate dei due Calcoli} Som- 
matorie , e Integrale . Sarà utile occuparsene . * 

Sia p{&>yj A>) una funzione qualunque delle quantità 
che sono tra le parentesi: una equazione a~ differenza? differen* 
ziali che potesse ridursi a questa forma 

*P(*,y, *2l ^ Fx è sempre integrabile . 

Infatti le ordinarie regole d' integrazione ci dantftì t: ' 
P (* >yì &y) =/Fx.dx -h Cost.y che è un* equazioni. a dif- 
ferenze finite soltanto , T integrazione della qùaìé appartiene al 
Calcolo Sommatorio . l '>••.. . 

Se per esempio fosse proposta l'equazione allo differenze* 
differenziali 

A(^)H-B(^)e=X, essendo B quantità costante , ed X o* 

na funzione di a? , è facile vedere che essa si trasforma in 
qaest' altra 

ÌL*y£*>l =, x , dalla quale si ha subito . 

ùy -h By = fXdv h- C , il cui integrale finito non ha più 

alcuna difficoltà . 

Nella stessa maniera un' equazione alle differenze - differen- 
ziali che potesse ridursi a questa forma 

Ap {*>^>(^)} =Far, facilmente s' integrerebbe o almeno 
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la difficolta sarebbe ridotta a. quella delie ordinarie equazioni 
differenziali . 

S* intende facilmente come potrebbero trovarsi due simili 
classi di equazioni integrabili negli ordini superiori. 

Da questi principj dipende la soluzione del Problema spe- 
gnente . ..-. 

„ Trovare una curva tale che prese le ascisse in progres- 
** sìofte aritmetica x, x *f- i * x h* a ec. , i raggi osculatori 
„ R * R' ? R" ec. che vi corrispondono * siano anche in questa 
;, 'processione* di modo che abbiasi ' 

,* R' tar'R -f- a * R" = R' ^h a ec. ** . 

1/ equazione che risolve il Problema è R' — R =* a * 
ovvero 

R • — • R. . ssa CL ., 

, - Se iacoiamo. ( ^) = p * la Teorìa delle curve ci dà 



d* 

(2) 



E , = - S 7?T 1 > « *** 



3 



R' = R =s — 4p' : l*cqaazione dcmqae della curva sarà 
(!-*•*) . (i—^) _. a) ^g integrata rapporto alle difle- 



renze finite* ci dà 
' .' "t * ■ = — ajc h- Cos£. * e perciò 

té) 



A sx — e 



Facciamo una prima integrazione , ed avremo 
* s=2 -l(ax — e) . e * essendo e' uà' altra costante 

arbitraria * e questa è T equazione differenziale della curva che 



\ 
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risolve il Problema . Ne lasciamo ai nostri lettori lo sviluppo, 
per cercarne una seconda integrazione > onde ottenere 1' equa- 
zione finita della curva . 

§. 37Ó.Indichiamo per p una funzione conosciuta di »>^>(j0» 
(~) ce; è chiaro che p indicherà quella funzione se x 

diviene *h- i j ed ^ *(^) ec.) divengono y , ( ■ ? **■ ! ) 
ec. , egualmente p diverrà p , quando ^diviene x'^2i 
jr 1 jr ec. , e così di seguito } se dunque un* equazione a 
differenze -differenziali potrà ridursi t questa forma 

dy 

Bp < x -f- 2 , y , ( -4-"t? j ec. 5 -* èc: r±*'X , è manife- 
sto che potrà considerarsi come un' equazione li oca re a . diffe- 

renze finite dell' ordine n > cioè 

p H- A<p ^Bf h- -+• Vp ^ asa X >..l f inte* 

grazione della quale ci darà o potrem supporre che ci dia 
p = Vx > essendo Fx una funzione conosciuta e determinata 

X 

di 07 9 e di /z costanti arbitrarie » v 

1/ equazione poi ^ =» Fa? sarà un 9 equazione differenziale 

P {* » y > ("£) » (fi) ec } = F* > di cui T integrale sarà nel 

tempo stesso la somma integrale della proposta. 

Tutte le volte pertanto che una proposta equazione a dif- 
ferenze-differenziali ridur potrassi alla forma superiore» la di 
lei Somma Integrale dipenderà da una integrazione d' equazio- 
ne a differenze finite , e da una d' equazione ai differenziali . 

Per esempio , Y equazione 
sono costanti , ed X funzione di x * potrà sempre integrarsi 
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se c =s a6, poiché allora l* equazione suddetta si può mettere 

sotto questa forma 

f^H- a*,^, = X» facendo <p x —y H- 5(g) • 

Per esempio , V equazione a coefficienti costanti 



'J'-^.X / d * 



(a) (^)H-o(^)H-6 J -, + I -K! ) ' jr =X, PO- 

tra sempre integrarsi se c~ba, poiché allora ;,potr>' mettersi 

sotto questa forma 

ap -h<f> = X , essendo p x = by m -4- ( ^f) • 

La prima di queste due equazioni ci dà 
^r^C — a/'^C-i-S^^}, e la seconda 

j = i {C -*.fe*t- a )" ' [C H- 2 ~]^> » essen- 

do integrate con le fòrmule del §. 46 deZ Gai. Differenz. jt- 
m*e; e del § 125 del Cai Differenziale. 
Facciamo X = 6 > ed avremo 

1- {C h- C/e** ( — a )*"" 'do?} , ovvero cangiando la 






forma della seconda costante > 






ed in fine 

ss Ce" ** -*■ C" ( — a )* , essendo C" una costante arbitra- 

ria , come" è C . 

• E questa è la Somma Integrale dell' equazione 

(?£±i)H.a(^)H-^ H . I H.«&y # «o.. 

• A questo risultato possiara anche pervenire per mezzo del 
metodo del §. 372. 
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Faòciasi y = Ce > ed avremo per determinare « quest' e- 
quazione :i 

<e*« 4ó«4 ìe* -h bu=s o , la quale si decompone nelle dtfe 
e a H*0~ò> fl^fc — o, che ci danno 

^ == C ( — a )* , ovvero y = Ce ; ora la proposta essen- 
do' lineare V'avremo . ..- 

'— hx 

y =5=3. C ( — a )* h- Ce come sopra . 

Supponiama che i coefficienti dell' equazione (a) 1 siano fun- 
zioni di _x > e si 'abbia ... 

(a)....(J^±i)-f-a (4fr)^.5jy ^ e y .« X . 
'^ Facciamo <f> oé _ y -+. (-^J. .".-... .(£)', ed. avremo 

X X m ^ * x &x 



•> ' * / vi 



1 1 



semplicemente -+■ a = X se p . *=» # 6 , ; quando 
dunqtìc tra i coefficienti a ,6 , e avrà' luogo qtr^sti condizio- 

X x & 

» 

ne, la proposta (a) sarà integrabile. 

Supponiamo che tal condizione non sussista , e facciamo 
b a — e = m j sarà allora 

jr— 1 xxx. 

(c)...-*p ^,^ a P =X4a ^ . Differenziamo qnc- 

> * * 

sta equazione , ed avremo 

V d* ' ^ * v «/* ' ^ ** * dx ' V <fr ' ~ •* v d* ' ^ 

^ (^r0> ove ponendo il valore di (^*) dato dall' equazione 
(6) > si avrà 

m 6 \y . 

x x—\J X 
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Per mezzo di queet' ultima equazione e della ( e ) elimi- 



niamo y y e si troverà 
* 



de queste fortoa 

(d) (^J±i)^a (^)^b' p ~hc ; p =r. 

L'equazione (d) ha la medesima forma della proposta (a): 
ella dùnque sarà integrabile tutte le volte che d = o' ì/ _ . 

Se ciò non succederà , si potrà trasformare 1' equazione (d) 
in un 9 altra ad essa simile , e così via discorrendo . Integrata 
Y equazione (d) si conoscerà il' valore di p , e da questo quel- 
lo di.y i T integrale 4tóaue dell' equsftiooe {a) dipewfcrà da 

quello dell' equazione (.$) 

Se nelle coihtitìue trasformate non giungeremo ad alcuna 
' equazióne integrabile* si concluderà che la proposta {<a) non 
jpuò integrarsi con questo ujetodo . . 

§. 377. Egualmente se 'per p si rappresenta una funzione di 

y *>y _u *>y ec. , e se un' equazione alle dftfefe*ffie-di£. 

X X "t* I X •"+■ 3 , t 

ferenziali potrà mettersi sotto la forma 

p H- A ( ^? ) th- B ( £? ) -f- ec. = X , ne avremo la Somma Iute- 

graie, integrando subito quest'equazione differenziale, e trova- 
to il valore di <p , cioè trovato 

p(y >y *-V tea ) ts=s ¥"# essendo il secondo tuembro u- 

na funzione conosciuta di » , prendendo l' integrale finito di 
quest' ultima equazióne 'a differenze finite . 

Per esempio , prepdiamo la stessa equazione del paragra- 
fo antecedente 

( a)...:.(%ti) _. a y^) ... v#+i ^ em , m = x , , 

facciamo 
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6 =3 y h- cl y ; avremo allora 

(~-±)~hb p h- «f e — J a — (-r^)^^ s= X > ovvero sem- 

X dx ' X^X- K X x x ^ 4x ' S * X 

plicemente 

(dp x * da ^ 

^)^^^ = X, se <^ = 5^ a x h- ( -^) : quando dunque 

tra i coefficienti della proposta regnerà questa equazione , sarà 
quella integrabile. 

Supponiamo che non sia nulla la quantità 

c — b a *—{—?) i allora rappresentandola per m , ila prò- 
posta diverrà 

In quest' equazione ( b ) aumentiamo la p di un* pnità ed 
indicando per X' ciò che allora diviene X > Avremo 

\c) (^Lztl)^b <p H-m y = X\ 

x ' v dx ' x^X^X^x ^^.f^^H-i 

Ora se per mezzo delle due equazioni ( b ) , ( e ) g della 
supposizione <p =t y -+ a y eliminiamo^ ed y , a- 

i* w — • I J* ^ XX "T - I 

vremo un'equazione alle differenze -differenziali simile alla prò* 
posta (a) ; sarà essa djmqne di questa forma 

(%**-) •+ °;C^) •+ * * #H ., •+■*>„ = rx , la quale sa- 
rà anche integrabila se 

(di' s 

e =ò' a' -¥\-7^)' se. questo pon fosse, la trasmuteremmo 

di nuovo in un' altra , e così di seguito . 

Non sviluppo di più queste integrazioni? perchè pan mi 
sembrano di grande importanza . 

§. 378. Nell'equazioni a differenze finite , la differenza della 
variabile x non solo pnò essere una qualunque quantità costante > 
ed una funzione della stessa x> come si è veduto nel Calcolo del- 
le differenze finite, ma ancora una funzione determinata di y, 

Tom. IV N n 
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Fig. (^) > (^J éa > e degU intégrali />ef* ,/>cfa? a ce 

Per vedere come tutto questo possa avvenire, e come lungi 
dall'essere una semplice combinazione analitica, possa aver luogo 
nella Teorìa delle curve, noi anderemo a considerare il seguente 
Problema . 

„ Trovare una curva ZS tale che prese due ascisse AP, ÀP' 
„ in modo di avere AF — AP = PF = a, queste corrisponda- 
„ no a due ordinate PM, P/M', tali che PM— PM = NM'=r b ,,. 

La soluzione del Problema è contenuta in quest' equazione 

y = y — {• b . 

Ora MN,NM' ponno essere dipendenti dal punto M, e per- 
ciò funzioni dell' x e dell' ,y che è incognito: essendo quelle linee 
dipendenti dal punto M, può questa dipendenza obbligare la tan- 
gente al punto M, il raggio di curvatura ec, la superficie ZMPee., 

e per questo le due MN , NM' esser funzioni di y , (^ ) , ( ^ ) ec, 

fydx ec. 

Può infine una certa proprietà che si richieda in un qualun- 
que punto M, determinare un altro punto MS ove debba sussiste- 
re un'altra proprietà , «ed allora le due MN,NM' saranno funzio- 
ni dipendenti da quei medesimi putiti, e perciò funzioni delle or- 
dinate di essi; ma tutto questo si renderà chiaro per mezzo di al- 
cuni esempj . 

Se si dimandasse per esempio, una carva che prese due ascisse 
AP,P'A differenti tra loro di una quantità PF eguale all'ordinata 
PM, le due ordinate P'M',PM differissero tra loro di una quantità 
eguale all' ascissa x , 1' equazione che risolve il Problema sarebbe 



E da questa equazione si tratta di ricavare l'integrale dato per x. 
Onde riuscire in questa ricerca, facciasi x ~i-y = z , ed avre- 
mo .y =^= z. -Differenziamo per rapporto ad a;, e sarà • 

(£) (&> * <£>' ovvero <5> {(£) - »> = <>, equazione che 
si decompone in queste due 
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La prima di queste equazioni dà z t= Cost > e quigdi y = C — x. 

La seconda ci riconduce a quella d'onde siamo partiti, e si ha 
y =24C, dalla quale si ricava Subito y » x Hh C' ponen- 
dovi x per *. In questa maniera troviamo queste due equazioni* 
le quali soddisfanno al Problema » cioè 

y x — ~ x •+ G » J* = * ■+ C ' • 

Queste due costanti C , C non sono già arbitrarie > ma deb 41 
bono determinarsi in maniera cbe queir equazione del Proble* 
ma sia soddisfatta . 

Sostituiamo ueir equazione y — y = * il valore di 

y^ = — x -+• C , ed avremo .y c — G -* a? =?= a? , ^ ^ C ; 
ma facendo a? = C nell' equazione ^ = — a? -4- C , si ha 
y c = o ; dunque C = , ed una delle due soluzioni del Pro- 
blema è y = — ss . 

L' altro valore y = x h- G' ci d^ 

*** + *?•*-*. '"J'i.H.C ~ * — C ^ *» ^ UÌDdÌ 

^ c , = 2x -*. G'. Ora ponendo aa? H- C invece di a? ia 
y x 3= * h- C' , si ha ,y ajr ^ c , = 2« H- *C » dunque safa 

sa; «-H aC' = aa? -*■ C', ed in conseguenza C' = p . 

Il Problema dunque avrà due soluzioni dateci dalle equazioni 



V = rfc X. 

J X 



L' una e 1' altra equazione ci esprime una linea retta cbe fe 
con T asse un angolo di 45*. e che passa per V origine delle ascisse. 
§ 379- Se indichiamo per u una funzione qualunque data di 

x *y ' C^) ec, > con *° stcsso metodo del §. antecedente si integra 
T equazione y = u H- b : infatti differenziandola, si ha 

(£) ((£) -»} = o - q° indi (2) = °> ovvero <»>- ! ^ 

La seconda di queste equazioni ci rende la proposta 
y =: u*+ b, nella quale la variabile u viene riguardata come in- 
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a 

dipendente; se in quest'equazione si fa u =* x > essa diviene 
y = x -+ b che è l'equazione di una linea retta > e ci da una so- 
luzione del Problema . 

L' altra equazione ci dà u = e costante arbitraria . 

» 

Ora u = F fx , y , (3? ) eo. } ; dunque 

► » 

■^ {# >.y > (j^) ea y = C , e r integrale di quest* equazione ci 

darà il valore di y in x che soddisfarà ancora esso alla r\cerga. 
Quest' ultima equazione ci rappresenterà in generale una curva . 

Un tal valore di y conterrà Un numero di costanti eguale al 
più alto differenziale contenuto in u % di modo che se questo più 

alto differenziale è (4^)> 1* integrale conterrà n costanti arbitra* 

rie. Se anche vi computiamo la costante G, allora esse saranno 
n ^ i di numero > delle quali ne determineremo ima in tal gui- 
sa che soddisfaccia all' equazione proposta* come abbiali] veduta 
al §. antecedente • 

L' equazione più generale, 



y Hr oy -\»by -+ . . * . . > -t- py = u -t- b' r nelia quale 

a > 6 ec , p y b' sono quantità costanti , si integre col metodo stes- 
so y e si ha u = Cost. > ovvero 

F {* \y r(j) ec } — Cost - > da cu * l f ordinaria calcolo integra- 
le dar ci debbe il valore di y . ' x 
La costante C ppi sarà determinata per mezzo dell' equazione 

y -h ay -+. -$- py n = G •+ &' > ponenda invece di 

y^y r ec. , i valori ricavati dall' integrale dell'equazione 
F{a?, - y,(g)ea) = G, col fare ar = C, x= 5 aC, = 3Gea 

Non mi trattenga di più sopra questa classe d'equazioni . 

Per faro© tutta via un esempio proponiamoci questo Problema. 

„ Trovare una curva tale che al punto , cui corrispondono 
9i le coordinate x>y , condotta una normale, ed al .piede di essa 
„ alzata l'ordinata, questa eguagli sempre l'ascissa x aumentata/ 

„ della subnormale y (^ ) „ . 
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E' facile vedere che l'equazione^, dalla quale dipende la so- 
luzione del Problema , è 

Avremo dunque da ciò che si è detto sopra > una prima solu- 
zione dataci dall' equazione y s= x . 

L'altra soluzióne ci sarà data dair integrale di quest'equazione 
#H-^(~)===C: essa dunque sarà y z = a -f* aCor — a? 1 essen- 

do C , a due costanti > delle quali una sola è arbitraria . 

Per determinarla abbiamo V equazione V(aH-C 2 ) = C, 
dalla quale si ricava a «= o ; dunque y % «=» aCa? — a?* . 

' In due maniere dtìnque potremo soddisfare al Problema , o 
due .saranno le curve che lo scioglieranno , cioè una liuea retta 
che fa un angolo di 45 con Tasse delle ascisse, ed un circolo il 
cui raggio è C . 

§. 380. Passiamo adesso a considerare le equazioni alle diffe- 
renze-differenziali parziali > cioè quelle nelle quali la differenza 
finita si referisce ad .una variabile, e la differenziale ad un' altra . 

La formula generale di uua siffatta equazione del primo or- 
dine è di questa forma 

('*- \ 
—-£- J = F ( a; % y > £ , z ), nella quale il secondo mem- 

bro è una finizione dielle quautità poste tra le parentesi . 

Per integrarla io osservo che ( §. 34.) si ha generalmente 

z = z -+y(ì*) H-^(?t) •+ ^-(^) H- ec facendo nei 

coefficienti differenziali y ==* : a -differenziazioni eseguire \ Si trat- 
ta di trovare il valore di questi coefficienti «el detto caso. 

Il valore di z rimane indeterminato ; dunque rappresentan- 
do 

dolo per q>% % l'equazione proposta ci darà quando y = o, 



Se ora differenziamo la proposta medesima per rapporto ad y 
avremo (~?) datoci in funzione delle quantità 
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<x,y,z x ty yZ x ^ i ^,(g),(_ ì±hZ). In questa fonzione so- 

stituiscasi il valore di (^ )> e quello di ( *? ì l y ) ricavato dal- 
la proposta coir aumentare la x di un* unità , ed allora il valore di 
(^) ^rà espresso per ^^^,^^,e ** + %,, ; ove f *~ 
remo y = Q,e lo avremo espresso per oc, <px<> p(x-+ i), £(#-+2). 
Nella guisa stessa troveremo ( ^ ) dato per <r, p#, p(jc-*- i )> 

p(a?H- a)i P(a?-f- 3) r quando ,y = o> e cosi di seguito per gli 

altri coefficienti differenziali . 

Sostituiti i valori di quei coefficienti nella serie , ci darà essa 

il valore di z espresso per un numero infinito di termini . 

x »y 

Si vede dunque che Y integrale completo della proposta e- 
quazione è sempre ottenibile per mezzo delle serie: contiene esso 
di natura sua una funzione arbitraria <P[x) . 

L'equazione più generale 

{%) = F {*>.?>**,,* *W*,j} si P a ° trattarc od medesimo 
metodo . 

Il Calcolo Differenziale ci ha somministrata la serie genera- 
le per r integrazione di quelle equazioni: un'altra serie pel me- 
desimo oggetto si. ha dal Calcolo delle differenze finite . 

Infatti dal §23 di quel Calcolo si ricava questa serie 

z e« +X&Z +«E=Dtf z ^ l(g r ,1(>M ' ,,) A > « '-4- ce, 

x 9 y ojr x,y % x# a. 3 x>y 

nella quale le differenze finite si referiscono alla variabile x> e 
debbe farsi x = o, dopo che si sono prese le differenze finite. 

Ora ponendo uelK equazione proposta z -*■ A* invece 

■ * »y x *? 

di z * e ricavando da essa il valore della differenza fioitj 

Ùìz , avremo 

(a) dz =/{»>^ v^> (J)^> óve il secondo mem- 

bro rappresenta una funzione delle quantità contenute tra le pa- 
rentesi . Questa equazione non determina il valore di z quando 

x *y 
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x ss o, c perciò sarà esso rappresentato da una quantità arbitra- 
ria <py> funzione di y\ avremo dunque per tal caso 

Prendiamo là differenza finita dell'equazione (a) per rap- 
pprto ad a? , e si avrà 

&\ 9 ,=*f {*>?**, y &* x y A (g)}, indicando per/' 

la nuova funzione che formar debbe il secondo membro nel pren- 
dere quella differenza; sostituendo in quest'ultima equazione il 

valore di Az > che ci è dato dalla (a), e quello di A(~), 

ovvero (~^) somministratoci dal differenziale della medesima (a), 
per rapporto ad y > avremo 

&\ 9j =/{*^i*i(J})(^}}) ove Scendo x = o , si 
troverà il valore della differenza finita seconda 

&\ 9 , =f{y > py > (§) > (£?)} p w q uell ° stesso caso *= °- 

Nella medesima guisa potremo trovare i valori delle differen- 
ze finite degli ordini superiori pel caso di x = o , e si avranno 
allora i coefficienti di quella serie qui sopra riferita > la quale rap- 
presentar ci può r integrale completo della proposta . 

Per farne un semplicissimo esempio propongasi l'equazione 

L'integrale di questa equazione può trovarsi in due modi, o 
per mezzo della serie dataci dal Calcolo Differenziale > o di quel- 
la dataci dal Calcolo delle Differenze finite. Queste due diverse 
espressioni dell'integrale sono le seguenti 

z x ^^pxHryp{x^i)^ y ^p(oe^2)^^p(x^s)^^ 

d' arabe le quali è manifesta la legge : <px , Fy rappresentano due 
funzioni arbitrarie , l'uria di a?, l'altra di y . 

Se facciamo <px =? a;> la prima serie diviene 
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X = X -f y ( X -+ I ) -t- *r ( X «4- 2 ) H- CC. e=s are* -f. VC* » 6- 

sarà questo un integrale particolare della proposta . Da questo in- 
tegrale si vede che fatto x = o , si ha 



z ssFycs j^e*. Ora ponendo nella seconda serie ye invece 

di Fy, si trova lo stesso integrale particolare xe? -& yé 9 . 

Il metodo spiegato -può estendersi anche alle equazioni degli 
ordini superiori, ma egli si complica a tal segno , che non ci è 
di alcuna utilità . 

§.381. Le equazioni a differenze -differenziali parziali pre- 
sentano qualche facilità per essere integrate, quando siano litiea- 
ri .Allora la combinazione dei metodi che si adoprano nel Calco- 
lo Sommatorio e nel Calcolo Integrale, conduce alla bramata in- 
tegrazione. Io ce dirò qualche cosa, incominciando dalle più sem- 
plici equazioni per andare alle più composte . 

Essendo z , ovvero z una funzione delle due variabili 

x , y , propongasi T equazione 



z = As H-B(£). 

Facciamo z = G»* e Jr , essendo C , » , fi tre costanti in- 

x>y r 

determinate, ed e il numero il cui logaritmo iperbolico è l'unità. 
Fatte le opportune sostituzioni nella proposta, e dividendo 
tutta l'equazione per ciò che vi' è di comune ne? due membri, 
la costante C svanisce, e tra a e {3 otteniamo quest'equazione 
* = A -+• Bp, con la quale determineremo una dì quelle costan- 
ti per T altra . - 

Determinando P per a, avremo j3 = 1^ , ovvero facendo 

• * u 

a =s i- , — £ = b , sarà p. «ss a» H- £ ': dunque 

n x U*-*J)j ~ *> .x a*y . ~ ^ 

z = K*» e c=s tue . * e >, ove Cj e una costante ar- 

*' y 

bitrarja, ed a è un'indeterminata cui possiam dare che valore 

ci piace . . . • 

Sviluppiamo in serie ordinata, per le potenze di a la quantità 

e , ed avremo 
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z = te < # -+ ava h- — ^- « -+■ -■- • a H* ce. > » 

x,y <- J 2 2.3 •* 

ovvero ( § 87. Cai. diff. finite ) sostituendo in vece della potenza 
dell' indeterminata **, una funzione arbitraria , 

p(* H- 3) H* ^c.} . 

Questa serie va all' infinito . 

Si può ancora ottenere l' integrale sotto nna forma finita nel- 
la guisa seguente : 

h 

^h_ 9 „ m A2LV 

Essendo £ = — . Ca « .e , se poniamo invece della 

quantità esponenziale Ce"** una funzione arbitraria fy di y , co- 
me ci insegna il §. citato, avremo da sostituire {—^) invece di 

g*i x x 4&y mK hy — 4P ,d*fy\ i> • ^ 1 

Va et .e , e perciò sarà z = e .a .(tj)) 1 integralo 

completo della proposta , ^ essendone la funzione arbitraria . 
Abbiamo determinato per a ; se noi avessimo determinato 

a per /S , avremmo avuto z t=C(A-fBj3) .e , e facendo lo 



(SIAM 



sviluppo della potenza x di quel binomio , 



z 



= C { A* h- *A*""" f B/3 -t- iLfTL) A*" 2 B^-+ 1- 

Se noi poniamo <py invece di Ce > avremo 
s = A^ + *A*~'B.(£)h.*ì^ 

B (j?)> e questo sarà anche l'integrale completo della pro- 
posta . 

Si avverta a proposito di questi integrali , che la variabile so 
debbe essere nn numero intiero > giacché se così non fosse > le dif- 

Tom. IV. O ó 
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fercnziali, cui quella variabile serve d'indice, sarebbero allora 
quantità immaginarie . 

§. 382. Se i coefficienti À,B sono funzioni di x y noi sup- 

porremo 3 = C* . e , essendo a una fnnzione di x , e fatte le 

x 9 y x x 

opportune sostituzioni e riduzioni si avrà a =A« h-B» .6. 

x ■+ f x x ri 

ovvero * x _^ i = ( A -** flP)*, che è un'equazione a differenze fi- 
nite del primo ordine, nei coefficienti della quale si contiene una 
costante indeterminata /3 . 

Per l'integrazione di consimili equazioni si è parlato al §. lor 
del Calcolo delle Diff. Finite, Tom. I. Si cercherà il valore della 

funzione a ordinato in serie secondo le potenze di /3 ; e se P/3 r ne 
rappresenta un termine , avremo nel!' intagrale il termine corri- 

spondente CPffe y che si trasformerà in P(^), essendo <py nva. 

fnnzione arbitraria . 

Quando i coefficienti fossero stati funzioni di^y, avremmo sup* 

posto z = Cct x . zi) essendo u una funzione di^y : fatte allora 

x f y 

le debite sostituzioni e riduzioni , otterremo 
«. u = Au H- B(~*), ovvero (£') = ^~ . # , equazione diffe- 
renziale del primo ordine, nei coefficienti della quale trovasi una 
costante indeterminata «. Al §. 143 del Cai. Int. Tom. II. abbiamo 
parlato di tali equazioni , così non mi vi trattengo ulteriormente . 
Nei tre casi qui sopra considerati , ove cioè 1 °. i coefficienti 
erano costanti; a , funzioni di x\ 3 . funzioni di jf, se l'equazione 
avesse di più contenuto una quantità X h- Y, indicando per X u- 
na funzione data di x\ e per Y un'altra funzione di y , ne avrem- 
mo facilmente ottenuto Y integrale . Per questo alle supposizioni 
nel valore di z , fatte qui sopra , bastava aggiungere u -t- 00 , 

x 9 y * ^ x y 

essendo u , co due funzioni incognite respettivamente di xe àiy, 

e determinarle in modo che l' equazione proposta fosse soddisfatta : 
ci sarà dato allora u da un'equazione a differenze finite del pri- 
mo ordine, ed w da un'equazione differenziale parimente delpri- 
mo ordine . * 
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Se i coefficienti A , B fossero nel tempo stesso funzioni di x 
e di y , non sapremmo come integrare Y equazione . Potrebbero in- 
vero assegnarsi certe forme particolari ad essi , le quali ne per- 
mettessero T integrazione , ma tutto ciò non facendo molto progre- 
dire la Sciènza, è da noi interamente abbandonato . 

§• 383. Prendiamo a considerare l'equazione 



i.j 



Az 



*>y 



B( 



dz *>y ) ^ G^ÌLthl) essendo A,B,C 



*y 



dy 



*>y 



a . e ) e fac~ 



quantità costanti . 

Se poniamo come nel §. antecedente z 

ciamo le opportune sostituzioni e riduzioni, avremo tra a e fi 
quest' equazione * = ÀH*Bp4C«^,]a quale servirà a de- 
terminarci un' indeterminata per V altra • 

Determinando a per fi per aver maggior semplicità nell'espo- 
nenziale indeterminato , avremo 



quindi 



z 



*>y 



A-+B/3 
l-C/3 * 

/ A4 B/3 x* J3y 



/A4 

* 1 — 



) * * peroo 



Q3 



#7 



Se il coefficiente di e lo sviluppiamo in una serie ordinata per 
le potenze di fi y sarà essa composta di un numero finito di termi- 
ni ; sia uno di questi termini B/3 r , e ad esso corrisponderà il 'ter- 
mine E/3 e y > il quale si cangi era in R( j$ ), ovvero Hf'dy*. q> 

quando r sia negativo, indicando per <p nna funzione arbitraria di 
y . Sì avrà in questa guisa Y integrale della proposta espresso in 
serie infinita. 

Onde averlo in termini finiti, facciamo Cj3 — 1 = Cy, es- 

sendo y un* altra indeterminata , e si avrà fi = y -4. — ed 

Vi 

B ■ 

Per maggior semplicità di scrittura mettiamo a invece di 

C B 

— p- > e b invece di ^ ; avremo allora 
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* = — -+. b i e quindi 

**,, = * e = (7 «** 6) -e i Posto e per ± . 

Ora il canone Neutoniano ci dà 

\p H-* -ttì -&H •zr=7-» H- . . * * . 



2; 



2; = 

6 } e .e > e ponendo una funzione arbitraria £y ovvero 
^ di ^ "invece di e , avremo 

a .0 f dy .$-{*...... -±b py > che sarà 

T integrale della proposta , composto di un numero finito di termini. 
Quando l'equazione « = A -+ B^ h* C*f3 fosse decomponi- 
bile in due fattori del primo grado * potremmo aver Y integrale 
sotto una forma assai più semplice . Infatti siano i due fattori « — m* 
fi — n , di modo che ( a — m ) ( — n) = « - A — B/3 — C*/3 = o ; 
allora avremo a === 02 , ovvero = /z per soddisfare a quell'equa- 
zione: sarà in questo caso 

s =2 m e , ovvero 2 . «t « . e .Se poniamo ^invece di 

* % y * *y 

e y > e Fa? invece di ** , otterremo questi due valori per z * 

z = m.pyi z ==* e . Fa?, e la somma di essi soddisfarà an- 

* %y x ' *y 

che alla suddetta equazione > giacché questa è lineare ; sarà pertanto 

z = m py H- e Fx . 
**y 

Se i coefficienti fossero funzioni di una delle variabili , se ne 
cercherebbe l'integrale come abbiamo indicato al §. antecedente. 

In generale senza inoltrarsi nelle equazioni degli ordini su- 
periori , faremo osservare , che per essere integrate richiedono i 
medesimi ar tifizj delle equazioni a differenziali parziali , e di quel- 
le alle differenze finite e parziali . 

Imperocché siavi per esempio in un'equazione lineare a coef- 
ficienti costanti il termine 
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M ( — *L±-!L'JL). Sapponendo al solito z = 0? e y > avremo un'e- 
quazione tra « e , nella quale vi sarà il termine corrispondente 

M&" fi m . Se quest'equazione algebraica sarà decomponibile in fat- 
tori di primo grado , ognuno di essi ci darà un valore di * espres- 
so per |3 , quindi uà valore per z • Sia uno di tali fattori a — 

5/3 — a = o , ed avremo « = a -*• bfi , ed in conseguenza 
z =3 (a -t- b&) e , ovvero 

2 =(a h*ot ò0«$« »+i (J )e , ed in conse- 

guenza 

Ogni fattore ci darà /una di queste espressioni per z con- 

*>> 

tenente una funzione arbitraria , e la somma di tutte sarà V inte- 
grale completo . 

Quando 1' equazione algebraica non sarà decomponibile in 
fattori di primo ordine , l'integrale in generale non potrà aversi 
espresso che in serie infinite ; hanno qui luogo tutti gli artifizj 
da noi adoprati per integrare le equazioni a differenze finite e 
parziali > e a differenziali parziali . 
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Sopra gV Infinitesimi 



§• 3^4^ I x Calcolo Differenziale sì è chiamato altra volta 
JL Calcolo degli Infinitesimi, perchè i differenziali 
delle quantità avevano il nome di quantità infinitesime. 

Con tal nome si voleva indicare una quantità minore di ogni 
assegnabile* vale a dire così piccola, che non poteva immaginar- 
sene una minore di lei. Si stabiliva poi che una quantità infinite- 
sima potea impunemente trascurarsi in confrouto di una quantità 
jfinita e determinata . Yiceversa si chiamava quantità infinita o in- 
finitamente grande quella della quale immaginarsene non poteva 
una maggiore, ed a riguardo di utia quantità infinita. si trascurava 
qualunque quantità finita e determinata quantunque grandissima » 
di modo che delle tre quantità infinitesima , finita , ed infinita se ne 
faceva una proporzione continua • 

Stabilita l'esistenza delle quantità infinitesime? ed infinite, si 
è facilmente veduto che l'immaginazione poteva spingersi a crea- 
re diverse classi in queste grandezze infinitamente grandi ed infi- 
nitamente piccole; si sono fatti quindi gl'infinitesimi ed infiniti di 
diversi ordini; chiamaudo infinitesimo di secondo ordine una quan- 
tità tanto minore di un infinitesimo di primo, quanto questo di una 
quantità finita; e quantità infinita di secondo ordine una quantità 
tanto al di sopra della quantità infinita di primo , quanto questa 
lo era eli una quantità finita; perciò gl'infinitesimi di secondo or- 
dine si trascuravano in confronto di quei di primo, come gì' infi- 
niti di primo si sprezzavano a riguardo di quei di secondo. Egual- 
mente s'immaginavano gl'infinitesimi e gl'infiniti degli ordini su- 
periori, e loro si attribuivano le stesse proprietà. Per questo sim- 
bolo co si rappresentava Y infinito, e per — l'infinitesimo: ciò sta- 
bilito, indicando per l'unità una quantità finita, si ha 
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I quantità finita I I quantità finita 

oo quantità infinita di i°. ordine I — quantità infinitesima di 1°. ordine 

òfc* quantità infinita di 2°. ordine I — i quantità infinitesima di 2°. ordine 

oo } quantità infinita di 3 q . oriine I — : quantità infinitesima di 3°- ordine 

■ 00" 

ec. ■ ce. 

§• 385- Ora se rappresentiamo per q> (x) una funzione y di 
x> si ha ( §. 1 , a) 

y H- Ay= p (ar-Hw) = <p(x) H-/>w H- 900*^ ro^-f ec, quindi 
Ay — pw h- <?oo a -+ reo 3 -t- ec, indicando per oo un aumento in- 
determinato della x: supponiamo dunque, che questo armento sia 
una quantità infinitesima , allora i termini ove si trovano le poten- 
ze superiori alla prima dovranno svanire in confronto di essa , ed 
avremo Ay = />w . Questa differenza finita sarà in tal supposizio- 
ne una quantità infinitesima. 

Indichiamo per dx Y aumento infinitesimo « > che si chiama 
il differenziale di #, e cangiamo il A in d , onde significare il 
cambiamento che ha sofferto quella differenza finita in virtù di ta- 
le supposizione ; sarà allora dy = pdx . 

A siffatta quantità infinitesima pdx si dà il nome di differen- 
ziale primo della <p(x); la quantità p che è il coefficiente della 

prima potenza nello sviluppo di p (a? -+ &>)* è»p cioè egua- 
le al differenziale di y diviso pel differenziale di x> Questo coef- 
ficiente p sì rappresenta simbolicamente per (^)i ovvero {—) 
ponendovi le parentesi per indicare al solito che si differenzia re- 
lativamente ad x : si ha in questa guisa dy = ( ^ ) dx . 

Dunque in sostanza si fa la stessa operazione per avere il dif- 
ferenziale di una funzione di x sia che si riguardi il dx come un 
aumento indeterminato e finito della x, sia come un aumento infi- 
nitesimo : nelle due ipotesi si prende egualmente il coefficiente p , 
e si moltiplica per dx . 

Il differenziale del secondo ordine si ottiene prendendo il dif- 
ferenziale del differenziale del primo ordine pdx e moltiplicando- 
lo per dx 9 . avvertendo però di non fare alcuna operazione sopra 
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il dx> perchè si considera come costante, ma sopra del p soltan- 
to : è allora 

{j^)dx . dx = (j^)^ 1 qnesto differenziale secondo. 

Lo stesso si dica dei differenziali degli ordini snperiori . 
Per ciò che riguarda i differenziali delle funzioni a più va- 
riabili, siano totali, siano parziali , considerando gli aumenti del- 
le variabili come quantità infinitesime, e facendo svanire i termi- 
ni ove queste quantità compongono una certa dimensione , a ri- 
guardo di quei , ove esse compongono una dimensione minore, si 
ottengono per esprimere i differenziali parziali e totali , le stesse 
forme trovate nel Cap. I , e si seguono le stesse pratiche per far- 
ne t cai cedi . 

Per gli integrali delle funzioni non importa far parola, poi- 
ché di una formula differenziale Vdx , comunque si riguardi quel 
dx , conviene nella stessa guisa cercare l'integrale, vale a dire 
trovare quella funzione $(x) di x , tale che sviluppando in serie 
ordinata per le potenze di dx la funzione p(x -+- dx)i abbiansi 
per primi due termini $x h- Vdx. 

Da tutto questo concluderemo che quanto abbiamo detto per 
differenziare ed integrare le funzioni , ha luogo sotto qualunque 
aspetto si riguardino i differenziali , vale a dire, o come quantità 
finite , o come quantità infinitesime . 

§ 386. Facilmente si vede che può farsi lo stesso discorso per 
la differenziazione ed integrazione delle equazioni. 

In una equazione F ( x , y ) =" o facendo aumentare la x del- 
la quantità co , come si è detto ( §. 20 ) , e sviluppando il primo 
membro in una serie ordinata per le potenze di co , si ha questa serie 

l?(x >y) -ì-Vw -+ Qw* h- ec = o • 

„ Ora abbiamo osservato al luogo citato che debbe aversi ne- 
cessariamente P«=so, QttoecePraoT abbiamo chiama- 
ta la differenziale prima di F(a? , y ) = o . 

Trascurando le potenze di w superiori alla prima, si giunge 
egualmente all'equazione Pw «» o> ovvero P =ar o; cosi ottenia- 
mo lo stesso risultato in un modo e nell 1 altro . Mentre però nel 
secondo caso non resta contento il nostro spirito nello sprezzare 
alcuni termini dell' equazione senza che questa cessi di sussisterei 
non vi è alcuno scrupolo nel primo, ove si dimostra che quegli 
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stessi termini appunto debbono annullarsi da se medesimi per na- 
tura dei loro coefficienti . 

Lo stesso si dica per le equazioni ai differenziali parziali e 
totali ; come pure per quelle degli ordini superiori. . 

Quindi è che il Calcolo Differenziale considerato in se me- 
desimo, come artifizio di analisi, nessuna modificazione risente dal- 
lo stabilirne i principi in mi modo o neir altro. 

Per ciò poi che riguarda le applicazioni io osservo che tutte 
quelle applicazioni del Calcolo Differenziale, le quali si ottengo- 
no per mezzo della semplice differenziazione o integrazione delle 
equazioni, vale a dire per mezzo delle equazioni sussidiarie, che 
la differenziazione o integrazione ci somministra, nulla risentono 
della diversa maniera con la quale sono "Stabiliti i principj di que- 
sto calcolo , e sono tutte rigorose e legittime in ogni caso • 

Esse si appoggiano al Teorema ,, Che sussistendo un' equa- 
* 9 zione tra più variabili, sussistono anche le di lei equazioni dif- 
„ ferenziali „ il quale è vero , per quanto il ragionamento , che si 
fa con gì' infinitesimi , non ci dia dritto di concluderlo . . 

Le applicazioni alle cose di pura analisi sono generalmente 
parlando applicazioni di tal fatta . 

§• 387. Veniamo a parlare delle applicazioni del Calcolo Dif- 
ferenziale alla Geometria, alla Meccanica > ed a qualunque altro 
oggetto di Filosofia Naturale . 

Sia x una variabile, della quale siano composte le funzioni 
Y , p ; una di queste funzioni per esempio Y , essendo data , si cer- 
chi la <p . Supponiamo che x aumenti di co , e le due porzioni di 
quelle funzioni le quali si riferiscono air aumento co , saranno 

A* -<5>-* ?(£)-*«. 

Supponiamo che le condizioni del Problema stabiliscano cer- 
ta relazione tra Ap e A T * onde abbiasi tra esse un' equazione per 
esempio F(A<p, A^) = o, nella quale il primo membro sia una 
funzione intiera delle»quautità sotto le parentesi. 

E' manifesto che sostituendo in quest' equazione i valori di 
Àp •> A? ? ed ordinandone il primo membro per le potenze di co, 

Tom IV. Pp 
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avremo un'altra equazione di questa forma 
Poo H- Qw 2 -+Rw ? h- ec. = o, la quale secondo i principj d'Al- 
gebra Cartesiana ci darà 
P = o,Q = o,R:=oec. 

Ora il termine Poi non può venire che dai primi termini 

( -^ ) w * (j^)w delle serie che compongono i valori <ii &<f> , e Ay ; 

il termine Qco 1 non può venire che dai primi e dai secondi termi- 
ni di quelle serie , e così di seguito ; dunque se considerando ut co- 
me un aumento infinitamente piccolo , si trascurano le potenze supe- 
riori di esso relativamente air inferiori , si fa cioè A<p = (^) fò> 



si giugne anche con qqesta inesatta supposizione all' equazione 
Pw = o, giacché essa si ricaverà dall'altra 

^ {.(%)**' CS) W } =s ° ^trascurando nello sviluppo di F le po- 
tenze di co superiori alla prima. 

Se la quantità P fosse identicamente nulla-, allora converrebbe 
tener conto delle potenze seconde dì w^ >e si avrebhe T equazione 
Qw* = o , la quale ci verrebbe dall' altra 

lo sviluppo le potenze di w superiori alla seconda . 1/ equazione 
Poo = o è un* equazione differenziale del primo ordine; e la 
Qco* =s o lo è del secondo: l'aumento infinitesimo w tiene il luo- 
go di dx~ 

Quando w è una tjuantità infinitesima , anebe le porzioni Ap , 
Ay, sono quantità infinitesime, e come abbiamo detto sopra, si 
chiamano differenziali , scrivendole per d<p , dv . 

Si vede pertanto che la supposizione delle porzioni Ap , Ay 
come quantità infinitamente piccole , per cui esse si eguagliano ai 

soli primi termini (^)dx^ {^)dx ì se in tutto rigore di analisi 

è falsa, conduce però ad un'equazione vera Vdx = o, imperoc- 
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che quei termini che in virtù di essa trascariamo, non entrano né 
ponno entrare in quella equazione, anche che trascurati non fos- 
sero , essendo essa da loro indipendente . 

Così un tal supposto nella grandezza di <*> , per quanto ine- 
satto , ci è però di vantaggio, diminuendo infinitamente la pena del 
calcolo; vuole però essere adoprato con cautela, onde non indur- 
ci in errore nel trascurare alcuni termini , il che più volte è acca- 
duto a valenti Geometri . 

§. 388. Né questo è il solo vantaggio che si ricava dall' ar- 
tifizio degli iniioifósipii . Suppónendo infinitesimo, r aumento del- 
la x , e quindi infinitesimo anche il differenziale d$ , le circostan- 
ze particolari di un Problema permettono talvolta eguagliare dp 
alla differenziale di una funzione, di cui si conosce la natura, o 
a darli taluna proprietà che ei non avrebbe se esso, si considerasse 
una quantità finita . Si ha allora un mezzo di conoscere il primo 
termine della serie del valore di Ap, quindi per mezzo del Cal- 
colo Integrale il valore di <p . Incostanza altrp non si, fa in que- 
sto caso che paragonando la serie 

(;r) w H-(;r!)— -+ ce. con un' altra quantità^ Mw , eguagliare 

uX 0X 2 

(y) alla quantità M . Conviene perciò che in tal caso la snppo 

sizione di annullare w 1 ec. in confronto dj co, o di supporre w in- 
finitesimo , coincida con un'altra supposizione di far cioè che al- 
lora si eguaglino le quantità M<*) e À<p . 

Ma ripetiamo questo ragionamento sopra un esempio . Se in- 
dichiamo per <f>[x) =7 V ordinata di una curva corrispondente 
all' ascissa x , quella corrispondente all'ascissa x -h « g?rà 

>H-(g)»-Kg)TH.«a 

Ora supponiamo che w sìa nna quantità infinitesima, e quell'or- 
dinata sarà^y -+ (^)w . In questa supposizione non avvi aleno 

dubbio che noi abbiam commesso qn errore supponendo che la se- 
conda ordinata comunque vicinissima alla prima, sia^y -f- w(-- ); 

facciamo un' altra supposizione , che cioè V arco di curva corris- 



_1 . • 



500 APPENDICE U. 

pendente ad co , si confonda con la tangente di essa \ vale a dir* 
che la seconda ordinata termini alla tangente, ed allora questa se- 
conda supposizione viene a correggere la prima , e non avvi più 
errore alcuno nel Calcolo. 

Coerentemente a queste due simultanee snpposizioni > la sut- 

tangente sta zày :: w : w(^) : : dx : dy ; dunque avremo 

suttang. ~y : ( J£)>- : 

-- Che la seconda supposizione rimedi all'errore cagionato daV 
la prima ? si dimostra facilmente . 

- 1/ equazione della tangente ( §. 78 ) ad una curva nel pun- 
to corrispondente all' ascissa a? > -è 

q =ssy ~ *(|P ■*"*" P (£)» 0Ve Ì 2 >2 s ® Q o * e coordinate della tan- 

* * 

sente • . • ' 

_ » 

Eguagliamo T ascissa p ad a? -|- w » ed avremo allora 
2 » j — «(-£)H- *(J*) -+ «(£) » quindi 

g = y -f. w(^)i.ma nel punto del. contatto. j s=,y; dunque in- 

« 4 

dicandp^per ( A> ) la differenza delle due ordinate successive nel- 

*»*" * ■ . . • * 

la. tangente , corrispondenti alle due ascisse oc ì #-rH w> sarà 
Questa stessa differenza considerata tfella curva > è 

Ar = «<*)-►?(£)•*•«. 

Ove si vede che il primo termine della differenza nell* ordi- 
nata della curva 9 è effettivamente -eguale alla differenza nell' ordi- 
nata della tangente; e perciò indicando con dx V aumento w e con 
Hy il differenziale di y> si avrà suttang : y : : dx : dy , risultato a 
cui crame pervenuti con le due false supposizioni : la prima di tra- 
scurare le potenze od 4 , co* ec. in confronto di 00 , e la seconda di 
supporre che V arco di curva si confonda con la tangente . 

Nella stessa maniera* supponiamo che <p(x) indichi l'arco di 
curva corrispondente all' ascissa x : se x cresce della quantità dx > 
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avremo la porzione dell'arco A<f> corrispondente all'aumento dx r 
così espressa 

Facciamo nna prima supposizione : posto dx infinitesimo spa- 
ziamone le potenze superiori alla prima > ed avremo* V archetto in- 
finitesimo 

Con questa supposizione in vero commesso abbiamo un erro- 
re > trascurando quel numero infinito dei termini che vengono do- 
po il primo . 

Facciamo una seconda supposizione che cioè Y archetto infi- 
nitesimo si combaci e confonda con la tangente, ed allora questa 
correggerà l'errore prodotto dalla prima. 

Questa seconda supposizione ci dà 

(p x )dx^V(dx r ^dy % )^V(dx 2 ^dx\^f)^ cjuindi 

^/^(H-(!) : ). 



dx 

Che queste due supposizioni correggano reciprocamente gli 
errori che producono , si vede chiaramente , giacché congiunta- 
mente adoprate , esse ci danno lo stesso risultato , il quale con me- 
todo rigoroso trovato abbiamo ( §. 81. ) : ivi infatti abbiam detto 

che la differenziale di un arco p è eguale a dx V( 1 H* (¥)*) • 

Ma quella compensazione degli errori sarebbe difficile a di- 
mostrarsi a priori, e quindi ci siamo contentati di fare osservare 
che il risultato dipendente da quelle supposizioni , combina esatta- 
mente con quello trovato al citato §. 

Generalmente parlando con la supposizione di co, ovvero dx 
infinitesimo, ne va sempre unita un'altra, la qnale secondo la na- 
tura del Problema , dando certe proprietà alla porzione della quan- 
tità dp , corregge l' errore prodotto dalla prima . 

Non sarebbe facile la dimostrazione generale di questo Teo- 
rema; e nei diversi casi particolari per instituirla, onde si accon- 
tenti il nostro spirito , non avvi altro ripiego che il fare uso dei 
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ragionamenti e principi rigorosi adoprati nel corso di quest' Ope- 
ra ; quindi è che per rendere rigoroso il metodo degli infinitesimi 
converrebbe chiamare in sussidio quegli stessi principi che basta- 
no da se soli alla soluzione dei Problemi . 

E di qui concluderemo che il maneggio degli infinitesimi 
nella soluzione dei Problemi , porta a risaltati esatti non perchè 
non si faccia un errore supponendo annullarsi le potenze superio- 
ri del dx in confronto delle inferiori» ma perchè insieme con 
quella supposizione se ne fa sempre un' altra che distrugge 1' er- 
rore fatto dalla prima. . .• • 
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